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MATHEMATIQUES - BACCALAUREAT S - JUIN 2005

Exercice 1

1. L’énoncé donne les probabilités suivantes : P(Dy) = 0,4 et Pp,(R1) =0, 3.
On a Ry € Dy dou D1 N Ry = Ry donc P(Rl) = P(D1 N Rl) = P(Dl) PDl(Rl)
|P(Ry) =0,18]

2. P(R) = P(R1 URQ) = P(Rl) —|—P(R2) —P(Rl ﬂRg)
Or les événements R; et Ry sont incompatibles donc P(R; N Ry) = 0 puis P(R) = P(R1) + P(R2)
De plus Ry C Dy C ﬁl d’ou P(Rg) = P(Eﬂ Do N RQ)
En utilisant la formule des probabilités composées, il vient

P(Eﬁ Do N RQ) = P(D71) X PE(DQ) X PEHDQ (RQ)

Par conséquent P(Rg) = 0,4 x (1 —0,3) x 0,2 = 0,056

0.6 T T R
e

Finalement | P(R) = 0,18 + 0,056 = 0,236 |

P(RN
3. On cherche ici Pr(R1) = W Comme R{ C R,ona RNRy = Ry
P(Ry) 0,18

Donc PR(Rl) =

= dou | P ~
P(R) 0,236 Ou’ r(R1) 0,763‘

4. On répéte 25 fois dans des conditions identiques et indépendantes la méme épreuve de Bernoulli qui
consiste a sonder une personne. Les issues contraires de cette épreuve sont :
- la personne répond au questionnaire (de probabilité p = P(R) = 0, 236)
- la personne ne répond pas au questionnaire (de probabilité ¢ =1 — p).
On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de personnes ayant répondu.
Alors X suit la binomiale de parameétres n = 25 et p = 0, 236.

Donc Vk € {0,1,2,...,25}, P(X=k) = < 15 ) x 0,236% x (1 —0,236)%F

100 )

20
On cherche ici P(X = —-25) = P(X =5) = < 25 ) x 0,236° x 0,764% ]P(X =5) =~ 0, 179\

Exercice 2 (spécialité)

Partie A

1. Raisonnons par contraposée. On suppose que a et b ont la méme parité.
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e premier cas : a et b sont pairs. Alors a = 0 [2] et b = 0 [2] d’ou a® = 0 [2] et b* = 0 [2] puis
a’> —b*> =0 [2] donc N est pair.

e second cas : a et b sont impairs. Alors a =1 [2] et b= 1 [2] d’ou a® = 12 [2] et b = 1? [2] puis
a? —bv*=1-1[2] cad. a® —b*>=0[2] donc N est pair.

2. N >0 donc a® > b puis a > b. N = (a — b)(a +b)
En posant p=a — b et ¢ = a+ b, nous avons N = pq avec (p,q) e N* xN*, 0 <p <gq

3. Puisque a et b sont de parités contraires, les entiers ’ p et q sont impairs.‘

Partie B

1. (a)

O] To[1]2]3[4[5]6]7
CPj[o1a]ol7[7[0]41

(b) D’apres le tableau précédent, les restes possibles modulo 9 d’un carré parfait sont 0, 1, 4 ou 7.
D’autre part 250507 = 9 x 27834 + 1 donc 250507 = 1 [9] et on rappelle que a? = b* 4 250507

V=...[9]0[1]4]7
a=v+1=...[9]1[2]5]8

2 ne peut étre congru ni & 2, ni & 5, ni & 8 modulo 9. Le seul reste

D’apres la question Bl.(a), a
possible modulo 9 de a? est donc 1.

(c) En utilisant de nouveau la question B1.(a), on voit que

=109 = (a=1[9oua=8]9))

2. a? = b% + 250507 d’ou a® > 250507. Or v/250507 =~ 500, 5 & 0, 1 prés par défaut. Donc a > 501.
501 = 6 [9] donc d’apres B1.(c), il n’existe pas de solution du type (501, b).

3. (a) Sia=8][9] alors a + 495 = 8 + 495 [9]. Comme 495 = 0 [9] (4+5+9=18 est divisible par 9),
on obtient aussi a + 495 = a [9]. Ainsi a = 503 [9].

Sia=1[9] alors a + 504 = 505 [9]. Comme 504 = 0 [9], on obtient aussi a + 504 = a [9].
Ainsi a = 505 [9].

(b) Pour k = 0, a® — 250507 = 505% — 250507 = 4518 n’est pas un carré parfait. Donc (505,b) n’est
pas solution de (F).
Pour k = 1, a® — 250507 = (505 + 9)? — 250507 = 13689 = 117°.
Donc ’ (514,117) est une solution de (E) ‘

Partie C

On prend dans cette partie a = 514 et b = 117
1. 250507 = a® — b* = (a — b)(a + b) = (514 — 117)(514 + 117) = 397 x 631

2. La calculatrice assure que 397 et 631 sont des nombres premiers ( isprime(397) renvoie true). Vérifions
par exemple que 397 est premier. On rappelle que si un entier naturel n > 2 n’est pas premier, alors
il admet au moins un diviseur premier p tel que p* < n. Si 397 n’était pas premier, alors il serait
divisible par I'un des nombres premiers de 'ensemble {2,3,5,7,11,13,17,19}, ce qui n’est pas le cas.
Par conséquent 397 est premier.
Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.

3. Cette écriture est unique (a lordre prés des facteurs) d’aprés le théoréeme de décomposition d’un entier
naturel en produit de facteurs premiers. Mais on a aussi I’écriture triviale 250507 = 1 x 250507.
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Exercice 2 (obligatoire)
l. oM #A#N <= 2# 22 = 2(1-2)#0<=2#0et 2z #1
M#AP<= 2422 = 2(1-22)#0<=2(1-2)(14+2) #0<=2#0ct 2z #£ let z # —1
e NAP = 24— 21-2)#0<=2#0et 2z #1

Ainsi les points M, N et P sont deux a deux distincts si et seulement s’ils appartiennent a I’ensemble

E.
MNP est rectangle en P <= MN? = MP? 4 NP>
2 (a) = |22 — 2|? = |2% — 22 + |23 — 222
' — 2|2 = 112 = (|27 |2* = 1) + (|2|* [z = 1)

= 2Pz =1P = (2P 2 = 1P 2 + 1) + (|21 ]2 = 1)
En divisant les deux membres de I'équation précédente par |z|? |z — 1|? (ce qui est possible vu que
2z #0et z # 1), on obtient :

MNP est rectangle en P <= 1= |z+1]* + |2
(b) On rappelle queVZ € C, |Z* =2 Z

e 1P+ 2P =1 CE+1)(z+1)+22
S22Z+2424+1=122Z2+2+2=

0
4+ 1 D N T N T N IO
e (2+= |z )= (z2+2)(z+=|=-©2Z24+-++-==
2 "2) 71 2 2) =1 5 T3 171

@224—54-3:0@2224-2—#5:0

le@z+)E+1)+2z=1

2 2
z¢{0,1,-1} z¢{0,1,—1} z¢{0,1,-1}
(c) M(z) eC & Lk :1 1 oe 1 1 = RN
2 2) " 1 **3 71 2|~ 2
1 1
Notons I le point d’affixe ~3 MeCesMefetIM= 3

1
Ainsi | C est le cercle de centre I et de rayon 3 privé des points O et A.

3. (a) z=re' (avec r > 0 et —7 < o < 7) donc 2% = 13e'3* (avec r* > 0) et arg(2?) = 3a

2
M(z)ef«:»z3eR+*<:>arg(z3)zzlm(keZ)<:>3a:2kw(keZ)<:>a:k§ (k € 7)

& (azOoua:%oua:—%>

3 3
Notons J et J' les points d’affixes respectives e
F est la réunion de trois demi-droites : [0J), [OJ') et [OB) privées des points O et B.

F=(l07)u[0J)U[0B))\{0, B}

i2m/3 —i2n/3

et e
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()

D’aprés la figure, C et F ont deux points d’intersection R et S. Deés lors il existe exactement
deux points M de £ tels que le triangle M N P soit rectangle en P, l'affixe de P étant un réel

strictement positif. Il s’agit des points R et S.
Le point R a pour affixe z = r 2 /3
27

avec r > 0. Le triangle OIR est isocéle en I avec comme angle

alabase IOR = T = T En conséquence le triangle OI R est équilatéral et r = OR = Ol = 3

3

1
Les points R et S ont pour affixes respectives ¢

i27/3 ot le—nw/a
2

Exercice 3

On introduit le repére orthonormal R = (A; 7 7 %

AB, =, —rAC., F= - AD
El = =

Dans ce repére, on a A (0,0,0), B(a,0,0), C(0,a,0), D(0,0,a).

) centré en A tel que

i ’

—
—

(E—FE—FE)

OJ\P—‘

1. Comme A; est le centre de gravité du triangle BC'D, on a A4,

Donc A; (a/3,a/3,a/3). On a Cﬁ( —a,a) et B? —a,a,0).
Donc AA; - CD = (a/3) (0) + (a/3) (—a) + (a/3) (a) = 0
et AA7- BC = (a/3) (—a) + (a/3) (a) + (a/3) (0) = 0.

Il en résulte que la droite (AA;) est orthogonale aux droites (CD) et (BC) sécantes en C.

’ (AA) est donc perpendiculaire au plan (BCD). ‘

1 1
2. On note v le volume du tétraedre ABCD. Alors v = gABCD x AA; = gAABC x DA.

1
BCD est un triangle équilatéral de coté BC = av'2. Donc Agep = QBC X BD x sing

V3 _ 12\[

1 1
etABCD—ia 2 x av2 x Douv——><2a2\f><AA1 6 3 x AA;

2 3
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1 11 1 1 1
De plus Aapc = §a2- Donc v = §§a2 X a= 6a3' Ainsi 6a2 3x AA; = éag.
@’ _ 1 1
Il en résulte que AA; = %aZ\/g = ga\/g. Finalement | AA; = ga\/g

REMARQUE : le lecteur vérifiera que le point A; a, dans le repére R, pour coordonnées A; (a/3,a/3,a/3) .

a\2 a\ 2 a\ 2 3 1
] — — — —_ — —a? = —
et simplement AA; = \/(3) + <3> + <3) \/ga Sa\/§
3. Soit G l'isobarycentre des points A, B, C et D. Soit I le milieu de [BC].

(a) OnaG barycentrede (4,1), (B,1), (C,1), (D,1). De plus A; est barycentre de (B,1), (C,1), (D,1).
Donc par associativité du barycentre, G est barycentre de (A,1), (A1,3)

3 3
D’Oflm:mmzim

1 1
Il en résulte que G € [AA;1] et que AG = %AAI = Zga 3 AG = Ea\/g

(b) Soit £ = {A ; ||’TA+ MEB + NC + MD| =2 | 3B + 3| }

On sait, d’aprés le théoréme de réduction vectorielle, que pour tout point M de I’espace,
MA+MB + MC + MD = 4MG et que MB + MC = 2MI.

Donc HMA+ MB + IC + MDH —9 HJWS‘ +J\TdH s AMG = AMT < MG = MI.

’E est donc le plan médiateur du segment [GI]. ‘

4. H est le symétrique de A par rapport a G.
(a) GA+GB+GC+GD = 0 = 4GA+ AB+AC+AD = 0 = AGA+AC+AD = —AB = BA
(b) HC? — HD?* = HC" — HD' = (HC - HD) (HC + HD)
avecH_c‘—H_ﬁleCet}TOJrlﬁ:(Iﬂ+@)+([ﬂ+@)

HC +HD = AC + AD + 2HA = AC + AD + AGA car HA = 2GA.
HC + HD = AC + AD + AGA = BA d’apres 4.(a)

Donc| HC? — HD? = DC - BA|
(c) DC-BA = (m + A‘d) BA = DA-BA+AC-BA = 0+0 puisque (DA) L (BA) et (AC) L (BA).
Il en résulte que HC? = HD? et donc que

REMARQUES :
i) Ona AB = AC et AC = AD. Donc A appartient aux plans médiateurs des segments [BC] et [CD].

Le centre de gravité A; du triangle équilatéral BC'D est aussi le centre du cercle circonscrit a ce
triangle.

On a donc A1B = A1C et A;C = A1 D. Donc A; appartient aux plans médiateurs des segments [BC]|
et [CD].

I1 en résulte que la droite (AA;) est la droite d’intersection de ces deux plans médiateurs et que tout
point de cette droite (dont le point H) est équidistant des points B, C et D.
Onadonc HB=HC =HD

ii) Le lecteur pourra vérifier que dans le repére R introduit, le point H a pour coordonnées H (a/2,a/2,a/2)
V3

etqueHB:HC:HDZTa
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Exercice 4

Partie A
Posons I = [0;4+00[. Vzel, f(x)=In(l+z)—zet g(z)=In(1+x) —1‘+x22
1. f et g sont dérivables sur I comme somme de deux fonctions dérivables sur I :
zrr—In(l4+z),x+— —x et:cr—>—:c+x;, et on a pour tout = € I,

1 T 1 x?

! = —1=- t -1 = .

F@) =7 P A b S

Pour x € I[,onax+1 >0 et —z <0. Plus précisément Vz > 0, f'(z) <0 avec f/(0) =0
2
x

p el 0

our x , T F ,onax+1

> 0 et donc Va >0, ¢'(z) > 0 avec ¢'(0) = 0.

En conséquence, la fonction f est strictement décroissante sur I et g est strictement croissante sur I.

2. Il en résulte que pour z > 0, f(x) < f(0) et g(x) > ¢(0) avec f(0) =In(1+0) —0=0et g(0) = 0.
DouVz >0, f(x) <0etVz >0, g(z) >0

2
On a donc la double inégalité (Vz > 0, x — % <In(l4+z) <z

Partie B

= >
D)

1
Un+1 = Up <1 + 2n+1>

1. Montrons par récurrence sur n € N* que u, > 0.

Soit u la suite définie par

: 3 : . .
i) up = 3 > (. L’inégalité est donc vraie pour n = 1.

ii) Soit n € N*. On suppose que u,, > 0. Montrons alors sous cette hypothése, que u,4+1 > 0.
Upa1 = Up | 1+ onfl est strictement positif comme produit de deux nombres strictement positifs.

iii) Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, u, > 0 pour tout n € N*

2. Montrons par récurrence sur n € N* que
. 1
un) =Y _In (1 + 2k> (1)
k=1

3 1
i) In(u;) =1In <2> =1In <1 + 2) . L’égalité est donc vraie pour n = 1.

ii) Soit n € N*. On suppose que In (uy,) Zln <1 + 2k>

1 1 1
ln(un_H) =In <un (1—1—2n+1>> zln(un)+ln (1+W> car u, >0 et 1+ on+1 > 0.

n
1 1
In (upy1) = E In <1 + 2k> +1In (1 + 2n+1> d’aprés ’hypothese de récurrence.
k=1

n+1
1
n (Upy1) Z In (1 + 2k) . L’égalité est récurrente.

iii) Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, In (uy,) Z In <1 + ) pour tout n € N*
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1
3. Soit n € N*, n fixé. On a posé S :ZQ—ketTn:Z—

d.

n n

1

k=1 k=1

1
En appliquant la double inégalité de la question A.2. avec x = —- réel positif, il vient :

2k

1 1/1)\2 1 1

Par sommation membre & membre de ces n encadrements, on obtient

n n 2 n n
1 1 1 1 1
kZlyc—QZl(%) len<1+zk>§ o

o> (5) -3

k=1

1 11 " 1 "1
Donc I’encadrement oF 5 Z — < Z In (1 + 2’“) < ok s’écrit aussi
k

1 1
Sp (resp. T),) est la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de raison 3 <resp. ) .

4
1 1-(3)" 1\" 1 1—-(9" 1 "
On sait (résultat du cours) que S, :2><1_(2;: —<2) etTn:4><1_(4}1):3[1—<4>]

CommeO<1<letO<l<1 ona lim <1>n:()et lim (1)":0
2 4 ’ 2 4
1
3

Par conséquent | lim S, =1let lim T, =

(a)

n——4o00 n—+oo

Les termes de la suite (u,) étant strictement positifs, on peut comparer LA SP
n

Up41 Un+41 . .
ntl g + —. Donc 1 > 1, il en résulte que w1 > uy car uy > 0.
Uy, on+1 Up,

La suite (uy),~; est donc strictement croissante.

1
On sait que Vn € N*, In(u,) < S, <1-— on < 1. Donc Vn € N*, u, <e.

La suite (uy),~; est croissante et majorée par e. Elle est donc convergente (théoréme de conver-
gence des suites monotones). On note ¢ sa limite.

lim wu, =/ }
n—-+4oo

donc par composition lim In (uy,) =1In/

Iimnz =1In/ n——+oo

x—/

en raison de la continuité de la fonction In en ¢ (¢ > u; > 0 par croissance de la suite (uy)).
D’apres le résultat admis (passage a la limite dans une inégalité) et la question B.3., on a :

n—-+4o0o n—-+o0o n—-+4o0o

1
lim (Sn—QTn> < lim In(u,) < lim S,

soit 1 — 33 <In/<1 dou 6 <Inf <1 puis par croissance de la fonction exp sur R,

e5/6§€§e
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