
Le 13/01/2022 durée : 90 minutes

Examen �nal - MT1

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante

dans l'appréciation des copies.

L'utilisation de toute calculatrice, de tout matériel électronique et de tout

formulaire est interdite.

Nom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Prénom : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exercice 1 : la suite de Sylvester ( 7 points )

On considère la suite (un)n dé�nie par u0 = 2 et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 = u2n − un + 1

1. (a) Montrer que la suite (un)n est croissante.

(b) Démontrer que si (un)n est majorée, alors elle admet pour limite ` = 1.

(c) En déduire que un −→
(n→+∞)

+∞.

2. On dé�nit maintenant la suite (Sn)n par : ∀n ∈ N, Sn =

n∑
k=0

1

uk

(a) Véri�er que, pour tout k ∈ N,
1

1− uk+1
− 1

1− uk
=

1

uk

(b) À l'aide de la question précédente, simpli�er l'expression de Sn.

(c) En déduire que (Sn)n converge et donner sa limite.

Exercice 2 : étude d'une fonction ( 7 points )

On considère la fonction f dé�nie sur l'intervalle I = [−1 , +∞[ par : ∀x ∈ I, f(x) = x ex.

1. Étudier le sens de variation de f sur I et indiquer la limite de f en +∞.

2. (a) Prouver que la fonction f est bijective de I sur un intervalle J que l'on précisera.
On note désormais g la bijection réciproque de f , autrement dit : g = f−1

(b) Simpli�er pour tout réel t appartenant à J , g(t) eg(t).

(c) Donner sans justi�cation le sens de variation de g sur J , ainsi que les valeurs de g(0) et de
g(e).

3. (a) Justi�er que la fonction g est dérivable sur l'intervalle ]− e−1 , +∞[
et exprimer g′(t) en fonction de g(t), pour tout réel t > −e−1 .

(b) Que vaut g′(0) ?

4. (a) Montrer que, pour tout réel t > 0, ln(g(t)) + g(t) = ln t.

(b) Donner la limite de g en +∞ et en déduire lim
t→+∞

ln(g(t))

g(t)
.

(c) Déduire des deux questions précédentes, un équivalent de g(t) lorsque t tend vers +∞.

5. Tracer sur la �gue ci-dessous, la courbe représentative Cg de la fonction g. On fera apparaître
les tangentes aux points d'abscisse 0 et −e−1.
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Exercice 3 : polynômes ( 6 points )

1. (a) Résoudre l'équation (E) ci-dessous d'inconnue z ∈ C.

(E) : z6 = 8.

(b) Dans le plan ci-dessous, représenter les solutions de (E) sur le cercle C dont on indiquera la
valeur du rayon R.

−→v

−→uO

R
=
. . .

C

2. On pose P = X6 − 8. Déduire de la question 1 la factorisation du polynôme P en produit de
polynômes irréductibles dans C[X].

3. (a) Rappeler quels sont les polynômes qui sont irréductibles dans R[X].

(b) En déduire la factorisation du polynôme P en produit de polynômes irréductibles dans R[X].
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