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Exercice 1

1. (a) Soit n € N, alors u, 41 — up = u2 — 2up, +1 = (u, — 1) >0
La suite est donc croissante.

(b) Supposons (u,), majorée. Comme elle est aussi croissante, on en déduit
qu’elle converge vers une limite € R. OrVn € N,  wu,q1 = ui —Up+1.
On en déduit que: ¢ =2 — ¢ +1, puis que £ = 1.

(c) La suite étant croissante et de premier terme ug > 1, on en déduit qu’elle
ne peut pas étre majorée (sinon elle convergerait vers 1 et ne pourrait donc
pas étre croissante). Ainsi, (u,),, est croissante et non majorée, elle diverge
donc vers +oo.

2. (a) Soit k un entier. En réduisant au méme dénominateur et en utilisant la
relation de récurrence qui définit la suite, on obtient:

1 _ 1 . (l—uk)—(l—ukﬂ)

1 —ug+1 1 — uy (1 — ) (1 —upar)
. Uk+1 — Uk
(1 — k) (ug — u?)
_ (ug — 1)°
o (1 — ug) ug (1 — ug)
1
T

(b) Grace a la question précédente, on remarque que S, est une somme télés-
copique. En effet,

o NItk

e e

k:ll_uk k:Ol_uk
1 1

_l—un+1 1—u0

(¢) Sachant que w,, — 400, on peut passer a la limite dans I’expression précé-
dente. On obtient:

Exercice 2 VeI, f(z) =xe”

1. e f est dérivable sur I et Vo €I, f'(z) = +ze” = (14 z)e”

Or f'(-1)=0etVz eI\ {-1}, f'(z) > 0.
Donc f est strictement croissante sur R.

o lim f(x)=+oo.

r—+00

2. (a) La fonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle I.
Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, f est bijective de I sur I’ intervalle
image :

J= 1) = 10t | = et ol

(b) Soit t € J.
g(t)e?D = (fog)(t) = t|.

(c) La fonction g est strictement croissante sur J. Comme f(0) =0et f(1) =e,
on en déduit que g(0) =0 et de g(e) = 1.

Puisque fog= fo f~! =idy, nous avons

3. (a) e Soitt €] —e™ !, +ool. Alors Iz €] —1, +oo[; t = f()
De plus, f est dérivable en x et f'(x) = (1 + z)e” # 0. Donc la bijection
réciproque de f est dérivable en ¢.

Ainsi g est dérivable sur I'intervalle ouvert | —e™!

, +ool.

/(t) _ 1 _ 1

e Soit t > —e~!. Alors ¢/(t) = (f_l)

Donc

g’(t) = (1 —|—g(t)) co()

1
b) J(0)= — =1
4. (a) Soit t > 0. On a vu en 2.(b) que g(t)e?® =1t.

Comme t > 0= g(t) > ¢g(0) = g(t) > 0,
on obtient, par passage au logarithme népérien :

In (g(t) eg(t)) =1Int Cclest-a-dire In(g(t)) + In (eg(t)) =Int
——
g(t)
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9 N : . . h’lX
(b) D’aprés 2.(a), tl}I-Poo g(t) = +o0. On sait de plus que X1—1>I-1~’-1:)O - = 0. 4
D’ou, par composition Cf
3
(o) _, 5
t—+oo  g(t)
2
(c) Pour tout réel t >0, 1In(g(¢)) +g(t) =Int et g(t) >0
In(g(t)) Int Cy
d’ou +1=—".
g(t) g(t) L
1 1
Done lim b — 1 B
t—+o00 g(t)
o ' -1 1 2 3 4 5 6
ce qui revient & dire que |g(t) ~ Int Ao—
(t—+00)
o1
A A
5. Courbe représentative de ¢ :
Exercice 3
1. (a) Considérons I'équation (E) : 2% =8 d’inconnue z € C.
On sait que 8 s’écrit sous forme exponentielle 8¢'*°, d’ou arg(8) = 0 [27]. Par conséquent,
(BE) : 25=8| = 26 =2’
6
= (Z> =1
V2
z ; 2k
<~ Jke[0,5]; —==¢€"6
[0,5] 7

e [Tk e]0,5]; z=v2e'F|

Les solutions de (E) sont donc : | V2, V2 e'5, /2 eisz, V2 e = -2, V2 e et V2T |,

(b) Représentons dans le plan ci-dessous les six solutions de (E):
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2. On pose P = X% — 8. D’aprés la question 1 et puisque le coefficient dominant de P est égal & 1, on peut écrire la factorisation du polynéme P en produit de polynomes
irréductibles dans C[X]:

P:(X—\/i) (X—\/iei%)(X—\/iei%”) (X+\/§) (X—x/iei%")(X—\@ei%’).

3. (a) Les polynomes a coefficients réels qui sont irréductibles dans R[X] sont ceux |de degré 1| et ceux ‘ de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif |

sAm . (6—2)m . _ 27 L 5 s(6—1)7 .
(b) On remarque que: e'3 =e' 3 =e?Te 5 =e7'F et €5 = 3 =7

En remplacant dans la factorisation de la question 2, on en déduit:

P=(X V2 (X ~v2eT) (X - VEeH) (X + VD) (X~ V2 ) (X - V2 etE)
= (X = VR)(X +V2) (X = V2 eiF) (X = V2 e®) (X = vae¥) (X - vae ™)
= (X - V(X + V(X2 = V2 (F +e7F) X + V26 V2o F) x (X2 - V2 (¢F o7 F ) X+ V2 F V2 F)

= (x-v2) (x+v2) (x2-v2 (2605(3))X+2) (XQ\E <2cos< ))X+2>

(x-v2) (X +v2) (X2-v2 X +2) (X2 - V2 (-1)X +2)

e '’ =e 3.
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La factorisation du polynéme P en produit de polynomes irréductibles dans R[X] est donc: | P = (X — \/5) (X + \/5) (X2 —V2 X+ 2) (X2 +vV2 X + 2) .




