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Exercice 1

1. (a) Soit n ∈ N, alors un+1 − un = u2n − 2un + 1 = (un − 1)2 > 0

La suite est donc croissante.

(b) Supposons (un)n majorée. Comme elle est aussi croissante, on en déduit
qu'elle converge vers une limite ` ∈ R. Or ∀n ∈ N, un+1 = u2n−un+1.
On en déduit que: ` = `2 − `+ 1, puis que ` = 1.

(c) La suite étant croissante et de premier terme u0 > 1, on en déduit qu'elle
ne peut pas être majorée (sinon elle convergerait vers 1 et ne pourrait donc
pas être croissante). Ainsi, (un)n est croissante et non majorée, elle diverge
donc vers +∞.

2. (a) Soit k un entier. En réduisant au même dénominateur et en utilisant la
relation de récurrence qui dé�nit la suite, on obtient:

1

1− uk+1
− 1

1− uk
=

(1− uk)− (1− uk+1)

(1− uk) (1− uk+1)

=
uk+1 − uk

(1− uk) (uk − u2k)

=
(uk − 1)

2

(1− uk)uk (1− uk)

=
1

uk

(b) Grâce à la question précédente, on remarque que Sn est une somme télés-
copique. En e�et,

Sn =

n∑
k=0

(
1

1− uk+1
− 1

1− uk

)

=

n∑
k=0

1

1− uk+1
−

n∑
k=0

1

1− uk

=

n+1∑
k=1

1

1− uk
−

n∑
k=0

1

1− uk

=
1

1− un+1
− 1

1− u0

(c) Sachant que un → +∞, on peut passer à la limite dans l'expression précé-
dente. On obtient:

Sn −→
(n→+∞)

− 1

1− 2
= 1.

Exercice 2 ∀x ∈ I, f(x) = x ex

1. • f est dérivable sur I et ∀x ∈ I, f ′(x) = ex + x ex = (1 + x) ex

Or f ′(−1) = 0 et ∀x ∈ I \ {−1} , f ′(x) > 0.
Donc f est strictement croissante sur R.
• lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. (a) La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle I.
Donc, d'après le théorème de la bijection, f est bijective de I sur l' intervalle
image :

J = f(I) =

[
f(−1) , lim

+∞
f

[
= [−e−1 , +∞[

(b) Soit t ∈ J. Puisque f ◦ g = f ◦ f−1 = idJ , nous avons

g(t) eg(t) = (f ◦ g)(t) = t .

(c) La fonction g est strictement croissante sur J . Comme f(0) = 0 et f(1) = e,
on en déduit que g(0) = 0 et de g(e) = 1.

3. (a) • Soit t ∈]− e−1 , +∞[. Alors ∃ !x ∈]− 1 , +∞[ ; t = f(x)

De plus, f est dérivable en x et f ′(x) = (1 + x) ex 6= 0. Donc la bijection
réciproque de f est dérivable en t.
Ainsi g est dérivable sur l'intervalle ouvert ]− e−1 , +∞[.

• Soit t > −e−1. Alors g′(t) =
(
f−1

)′
(t) =

1

f ′
(
f−1(t)

) =
1

f ′
(
g(t)

)
Donc g′(t) =

1(
1 + g(t)

)
eg(t)

(b) g′(0) =
1(

1 + g(0)
)
eg(0)

= 1

4. (a) Soit t > 0. On a vu en 2.(b) que g(t) eg(t) = t.

Comme t > 0⇒ g(t) > g(0)⇒ g(t) > 0,
on obtient, par passage au logarithme népérien :

ln
(
g(t) eg(t)

)
= ln t c'est-à-dire ln(g(t)) + ln

(
eg(t)

)︸ ︷︷ ︸
g(t)

= ln t
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(b) D'après 2.(a), lim
t→+∞

g(t) = +∞. On sait de plus que lim
X→+∞

lnX

X
= 0.

D'où, par composition

lim
t→+∞

ln(g(t))

g(t)
= 0

(c) Pour tout réel t > 0, ln(g(t)) + g(t) = ln t et g(t) > 0

d'où
ln(g(t))

g(t)
+ 1 =

ln t

g(t)
.

Donc lim
t→+∞

ln t

g(t)
= 1

ce qui revient à dire que g(t) ∼
(t→+∞)

ln t

5. Courbe représentative de g :

Exercice 3

1. (a) Considérons l'équation (E) : z6 = 8 d'inconnue z ∈ C.
On sait que 8 s'écrit sous forme exponentielle 8ei×0, d'où arg(8) ≡ 0 [2π]. Par conséquent,

(E) : z6 = 8 ⇐⇒ z6 =
√
2
6

⇐⇒
(
z√
2

)6

= 1

⇐⇒ ∃k ∈ J0, 5K ;
z√
2
= ei

2kπ
6

⇐⇒ ∃k ∈ J0, 5K ; z =
√
2 ei

kπ
3 .

Les solutions de (E) sont donc :
√
2,
√
2 ei

π
3 ,
√
2 ei

2π
3 ,
√
2 eiπ = −

√
2,
√
2 ei

4π
3 et

√
2 ei

5π
3 .

(b) Représentons dans le plan ci-dessous les six solutions de (E):
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−→v

−→uO

R
= √

2

C

•
√
2

√
2

2

•
√
2 ei

π
3

−

√
2

2

•
√
2 ei

2π
3

•
√
2 eiπ = −

√
2

•√
2 ei

4π
3

•√
2 ei

5π
3

2. On pose P = X6 − 8. D'après la question 1 et puisque le coe�cient dominant de P est égal à 1, on peut écrire la factorisation du polynôme P en produit de polynômes
irréductibles dans C[X]:

P =
(
X −

√
2
)(

X −
√
2 ei

π
3

)(
X −

√
2 ei

2π
3

)(
X +

√
2
)(

X −
√
2 ei

4π
3

)(
X −

√
2 ei

5π
3

)
.

3. (a) Les polynômes à coe�cients réels qui sont irréductibles dans R[X] sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif .

(b) On remarque que: ei
4π
3 = ei

(6−2)π
3 = ei2πe−i

2π
3 = e−i

2π
3 et ei

5π
3 = ei

(6−1)π
3 = ei2πe−i

π
3 = e−i

π
3 .

En remplaçant dans la factorisation de la question 2, on en déduit:

P = (X −
√
2)
(
X −

√
2 ei

π
3

)(
X −

√
2 ei

2π
3

)
(X +

√
2)
(
X −

√
2 e−i

2π
3

)(
X −

√
2 e−i

π
3

)
= (X −

√
2)(X +

√
2)
(
X −

√
2 ei

π
3

)(
X −

√
2 e−i

π
3

) (
X −

√
2 ei

2π
3

)(
X −

√
2 e−i

2π
3

)
= (X −

√
2)(X +

√
2)
(
X2 −

√
2
(
ei
π
3 + e−i

π
3

)
X +

√
2 ei

π
3

√
2 e−i

π
3

)
×
(
X2 −

√
2
(
ei

2π
3 + e−i

2π
3

)
X +

√
2 ei

2π
3

√
2 ei

2π
3

)
=
(
X −

√
2
)(

X +
√
2
)(

X2 −
√
2
(
2 cos

(π
3

))
X + 2

)(
X2 −

√
2

(
2 cos

(
2π

3

))
X + 2

)
=
(
X −

√
2
)(

X +
√
2
)(

X2 −
√
2 X + 2

)(
X2 −

√
2 (−1)X + 2

)
.
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La factorisation du polynôme P en produit de polynômes irréductibles dans R[X] est donc: P =
(
X −

√
2
)(

X +
√
2
)(

X2 −
√
2 X + 2

)(
X2 +

√
2 X + 2

)
.


