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Exercice 1 : factorisation de polynômes ( 7 points )

On se fixe un entier n tel que n ⩾ 2.

1.

Q3(X) = (X + 1)3 −X3 − 1

= (X3 + 3X2 + 3X + 1)−X3 − 1

= 3X2 + 3X

= 3X(X + 1) qui admet pour racines 0 et − 1

2. D’après la formule du binôme : (X + 1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
Xk 1n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
Xk

D’où Qn(X) =

[
n∑

k=0

(
n

k

)
Xk

]
−Xn − 1

=

[
1 +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
Xk +Xn

]
−Xn − 1 =

n−1∑
k=1

(
n

k

)
Xk

=

(
n

1

)
X1 +

(
n

2

)
X2 +

(
n

3

)
X3 + · · ·+

(
n

n− 1

)
Xn−1

On en déduit que deg(Qn(X)) = n− 1 et que le coefficient dominant de Qn(X) est :(
n

n− 1

)
=

(
n

1

)
= n.

3. On pose P (X) = (X + 1)7 −X7 − 1 .

P (0) = (0 + 1)7 − 07 − 1 = 17 − 1 = 1− 1 = 0
et P (−1) = (−1 + 1)7 − (−1)7 − 1 = 07 − (−1)− 1 = 1− 1 = 0.

Donc 0 et 1 sont deux racines entières de P (X) .

4. (a) On sait que les 3 racines cubiques de l’unité sont les nombres complexes ei
2kπ
3 où

k ∈ J0, 2K, autrement dit les complexes 1 , ei
2π
3 et ei

4π
3

Nous avons donc ei
2π
3 = cos

(
2π

3

)
+ i sin

(
2π

3

)
= −1

2
+ i

√
3

2
= j

(b) — j = ei
2π
3 = e−i 2π

3 = ei(2π−
2π
3 ) = ei

4π
3 =

(
ei

2π
3

)2
= j2

— j3 = 1 car j est une solution de l’équation z3 = 1

— j7 = j1+3×2 = j j3×2 = j(j3)2 = j · 12 = j

— Puisque j ̸= 1, 1 + j + j2 =
1− j2+1

1− j
=

1− j3

1− j
=

1− 1

1− j
= 0 (⋆)

— (j + 1)7
(⋆)
= (−j2)7 = (−1)7 (j2)7 = −j2×7 = −(j7)2 = −j2 (⋄)

(c) On rappelle que P (X) = (X + 1)7 −X7 − 1.
D’où P ′(X) = 7(X + 1)6 − 7X6 = 7[(X + 1)6 −X6]
et P ′′(X) = 7[6(X + 1)5 − 6X5] = 42[(X + 1)5 −X5]

On en déduit que

P (j) = (j + 1)7 − j7 − 1
(⋄)
= −j2 − j − 1 = −(j2 + j + 1)

(⋆)
= 0

P ′(j) = 7[(j + 1)6 − j6]
(⋆)
= 7[(−j2)6 − j6] = 7(j12 − j6) = 7[(j3)4 − (j3)2] = 0

P ′′(j) = 42[(j + 1)5 − j5]
(⋆)
= 42[(−j2)5 − j5] = 42[−j10 − j5] = 42(−j − j2) = 42

Nous avons donc P (j) = P ′(j) = 0 avec P ′′(j) ̸= 0 , ce qui revient à dire que j

est une racine de P (X), de multiplicité 2.

P
(
j
)
= ( j + 1)7 − j

7 − 1 = (1 + j)7 − j7 − 1 = P (j) = 0 = 0.

On vérifie de façon analogue que P ′( j ) = P ′(j) = 0.

5. Le polynôme P (X) admet au moins quatre racines distinctes : 0 , −1 , j et j2.
Comme les racines j et j2 sont de multiplicité 2, P (X) est divisible par :

(X − 0)
(
X − (−1)

)
(X − j)2 (X − j2)2 = X(X + 1)(X − j)2(X − j2)2

Il existe donc un polynôme non nul Q(X) ∈ C[X] tel que
P (X) =

[
X(X + 1)(X − j)2(X − j2)2

]
Q(X)

avec deg(P (X)) = deg
(
X(X + 1)(X − j)2(X − j2)2

)
+ deg(Q(X)) = 6 + deg(Q(X))

Par conséquent deg(Q(X)) = deg(P (X)) − 6 = 0 ce qui signifie que Q(X) est un
polynôme constant non nul, égal au coefficient dominant de P (X).
Ainsi Q(X) = 7 d’après la question 2.

Ainsi P (X) = 7X(X + 1)(X − j)2(X − j2)2

6. On regroupe les facteurs complexes conjugués :
(X − j)(X − j2) = X2 − (j + j2︸ ︷︷ ︸

−1

)X + j j2︸︷︷︸
j3=1

= X2 +X + 1

Finalement (X + 1)7 −X7 − 1 = 7X(X + 1)(X2 +X + 1)2
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Exercice 2 : analyse ( 7 points )

On considère la suite (un)n∈N définie par :{
u0 ∈ [0, 1]

∀n ∈ N, un+1 = cos (un) .

1. Soit n ∈ N. On sait que cos(un) ∈ [−1, 1]. De plus,

un ∈ [0, 1] =⇒ un ∈ [0, π/2] =⇒ cos(un) ⩾ 0 =⇒ cos(un) ∈ [0, 1] =⇒ un+1 ∈ [0, 1] .

Ainsi, si un ∈ [0, 1], alors un+1 ∈ [0, 1].
On admettra donc pour la suite de l’exercice que :

∀n ∈ N, un ∈ [0, 1].

2. On considère la fonction f définie par :

∀x ∈ [0, 1], f(x) = cos(x)− x.

Il s’agit de démontrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans
l’intervalle [0, 1], autrement dit que 0 admet un unique antécédent par f .
La fonction f est continue et dérivable sur [0, 1] et sa dérivée est donnée par :

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = − sin(x)− 1 = − (sin(x) + 1) .

Or, pour tout réel x dans l’intervalle [0, 1], on a sin(x) > −1. Ainsi,

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) < 0.

On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur [0, 1]. Elle satisfait
donc les hypothèses du théorème de la bijection (continuité et stricte monotonie). Par
conséquent, f réalise une bijection de l’intervalle [0, 1] dans l’intervalle J tel que :

J = f([0, 1]) = [f(1), f(0)].

Or, f(0) = 1 ⩾ 0 et f(1) = cos(1)− 1.
Puisque cos(1) ⩽ 1 on a f(1) ⩽ 0. D’où 0 ∈ [f(1), f(0)] = J .
On en déduit que 0 admet un unique antécédent α par f dans [0, 1]. Autrement dit,
il existe une unique solution α à l’équation cos(x) = x dans l’intervalle [0, 1] .

3. La fonction cos est dérivable sur [0, 1] de dérivée cos′ = − sin. De plus,

∀x ∈ [0, 1], |cos′(x)| = |sin(x)| = sin(x).

La fonction sin est croissante sur [0, π/2]. Donc :

∀x ∈ [0, 1], sin(x) ⩽ sin(1).

Ainsi :
∀x ∈ [0, 1], |cos′(x)| ⩽ sin(1).

Donc d’après l’inégalité des accroissements finis,

∀(x, y) ∈ [0, 1]2, |cos(x)− cos(y)| ⩽ sin(1) |x− y| .

Soit n ∈ N. En appliquant cette inégalité avec x = un (ce qui est possible puisque
un ∈ [0, 1] d’après la question 1) et y = α, on a :

|cos(un)− cos(α)| ⩽ sin(1) |un − α| .

D’après la question 2, on a cos(α) = α. Donc :

∀n ∈ N, |cos (un)− α| ⩽ sin(1) |un − α| .

4. Démontrons par récurrence que :

∀n ∈ N, |un − α| ⩽ (sin(1))
n |u0 − α| .

Pour tout n ∈ N, on note P (n) la propriété |un − α| ⩽ (sin(1))
n |u0 − α|.

— Initialisation. |u0 − α| = (sin(1))
0 |u0 − α| donc P (0) est vraie.

— Hérédité. Soit n ∈ N. On suppose que P (n) est vraie. On a un+1 = cos(un). Donc
d’après la question précédente :

|un+1 − α| ⩽ sin(1) |un − α| .

Sachant que P (n) est vraie, il vient :

|un+1 − α| ⩽ sin(1)
(
(sin(1))

n |u0 − α|
)
.

D’où
|un+1 − α| ⩽ (sin(1))

n+1 |u0 − α| .
Ainsi P (n+ 1) est vraie.

— Conclusion. Par principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout entier n.
Donc :

∀n ∈ N, |un − α| ⩽ (sin(1))
n |u0 − α| .

5. On sait que sin(1) ∈]− 1, 1[. Donc lim
n→+∞

(sin(1))
n
= 0. Ainsi, d’après l’encadrement

de la question prédédente et le corollaire du théorème des gendarmes :

lim
n→+∞

un = α.

Par conséquent, la suite (un)n∈N converge vers α .
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6. On suppose dorénavant que u0 = 0.
(a)

x

y
y = x

y = cosx

1

0 1
• •• •
= u0 = u1u2 u3

(b) On remarque sur le graphique ci-dessus que u0 < u1 donc la suite (un)n∈N n’est
pas décroissante. De plus, u1 > u2 donc la suite (un)n∈N n’est pas croissante. Par
conséquent, (un)n∈N n’est pas monotone .

(c) On considère les suites (an)n∈N et (bn)n∈N définies par :

∀n ∈ N, an = u2n et bn = u2n+1.

On admet que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont monotones.

On remarque sur le graphique de la question 6(a) que u0 ⩽ u2, donc a0 ⩽ a1. La
suite (an)n∈N étant monotone, on en déduit qu’elle est croissante .
D’autre part, on remarque que u3 ⩽ u1. Autrement dit, on a : b1 ⩽ b0. La suite
(bn)n∈N étant monotone, on en déduit qu’elle est décroissante .

(d) D’après la question 5, on sait que (un)n∈N converge vers α. Donc ses deux suites
extraites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent vers α. Ainsi (an)n∈N et (bn)n∈N
convergent toutes les deux vers α. Donc :

lim
n→+∞

(an − bn) = 0 .

D’après la question précédente, la suite (an)n∈N est croissante et la suite (bn)n∈N

est décroissante. Par conséquent les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes .

(e) On sait déjà que (an)n∈N et (bn)n∈N convergent vers la même limite α (d’après
la question 5). D’après le cours, puisque (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes avec
(an)n∈N croissante et (bn)n∈N décroissante, alors on a l’encadrement suivant :

∀n ∈ N, an ⩽ α ⩽ bn.

Par conséquent,
∀n ∈ N, u2n ⩽ α ⩽ u2n+1 .

Exercice 3 : Vrai ou Faux ( 6 points )

1. Soient a, b et c trois réels strictement positifs.
L’affirmation « si abc > 1, alors max{a, b, c} > 1 » est vraie. Démontrons-la en
raisonnant par contraposée.

max{a, b, c} ⩽ 1 =⇒ (a ⩽ 1 et b ⩽ 1 et c ⩽ 1)

=⇒ (ab ⩽ b et b ⩽ 1 et c ⩽ 1) par multiplication par b > 0

=⇒ (ab ⩽ 1 et c ⩽ 1)

=⇒ (abc ⩽ bc et c ⩽ 1) par multiplication par c (car c > 0)
=⇒ abc ⩽ 1.

On en déduit bien, par contraposée, l’implication suivante :

abc > 1 =⇒ max{a, b, c} > 1.

2. L’affirmation « l’application f est bijective et f−1 = f » est vraie.

— 1ère démonstration.

∀A ∈ P(E), (f ◦ f) (A) = f
(
f(A)

)
= f(A ) = A = A.

Ainsi, f ◦ f = idP(E).

Posons g = f de sorte que g est une application de P(E) dans P(E) telle que
g ◦ f = idP(E) et f ◦ g = idP(E). D’après un résultat du cours, on en déduit que
f est bijective et que f−1 = g. D’où f−1 = f .

— 2ème démonstration. Soient Y ∈ P(E) et A ∈ P(E).

Y = f(A) ⇐⇒ Y = A ⇐⇒ Y = A ⇐⇒ Y = A.

Par conséquent, l’équation Y = f(A) admet une unique solution A dans P(E) qui
est Y . Ainsi, tout élément Y de P(E) admet un unique antécédent par f qui est
Y . Cela signifie que f est bijective et que sa bijection réciproque est l’application :

f−1 : P(E) → P(E)

Y 7→ Y .

On remarque que :

∀Y ∈ P(E), f−1(Y ) = Y = f(Y ).

Donc f−1 = f .
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3. Soit f : R −→ R une fonction dérivable sur R. L’égalité lim
h→0

f(4h)− f(h)

h
= 4 f ′(0)

est fausse.
— 1ère démonstration (contre-exemple).

La fonction
f : R → R

x 7→ x

est une fonction dérivable sur R et sa dérivée vérifie :

∀x ∈ R, f ′(x) = 1.

De plus,

lim
h→0

f(4h)− f(h)

h
= lim

h→0

4h− h

h
= 3 ̸= 4f ′(0).

— 2ème démonstration (définition de la dérivée).
Pour tout h ∈ R∗, on a :

f(4h)− f(h)

h
=

f(4h)− f(0) + f(0)− f(h)

h

=
f(4h)− f(0)

h
− f(h)− f(0)

h

= 4
f(4h)− f(0)

4h
− f(h)− f(0)

h
.

f étant dérivable en 0, on a : lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= f ′(0).

On en déduit, par composition de limites, puisque lim
h→0

(4h) = 0 :

lim
h→0

f(4h)− f(0)

4h
= f ′(0).

Ainsi,

lim
h→0

f(4h)− f(h)

h
= 4f ′(0)− f ′(0) = 3f ′(0).

Donc l’affirmation lim
h→0

f(4h)− f(h)

h
= 4 f ′(0) est fausse si f ′(0) ̸= 0.

— 3ème démonstration (théorème des accroissements finis).
Soit h > 0. La fonction f étant dérivable sur R, elle est continue sur le segment
[h, 4h] et dérivable sur l’intervalle ]h, 4h[. D’après le théorème des accroissements
finis, il existe un réel ch dans l’intervalle ]h, 4h[ tel que :

f ′(ch) =
f(4h)− f(h)

4h− h
.

Donc
f ′(ch) =

f(4h)− f(h)

3h
.

On en déduit
f(4h)− f(h)

h
= 3f ′(ch).

Pour tout h > 0, on a construit un réel ch tel que :

h < ch < 4h.

D’après le théorème des gendarmes, on a :

lim
h→0

ch = 0.

Si on suppose, de plus, que la fonction f est de classe C 1 sur R, alors f ′ est
continue en 0, donc :

lim
h→0

f ′(ch) = f ′(0) et par conséquent lim
h→0+

f(4h)− f(h)

h
= 3f ′(0).

Ainsi, si f ′(0) ̸= 0, on a :

lim
h→0+

f(4h)− f(h)

h
̸= 4f ′(0).

4. Soit n ∈ N∗. L’affirmation Sn = 2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

2n

n+ 1
est vraie.

En effet,

Sn =

n∑
k=1

1

1 + 2 + 3 + · · ·+ k
=

n∑
k=1

1
k(k+1)

2

=

n∑
k=1

2

k(k + 1)
= 2

n∑
k=1

1

k(k + 1)
.

Donc

Sn = 2

n∑
k=1

(k + 1)− k

k(k + 1)
= 2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
.

Ainsi,

Sn = 2

(
n∑

k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1

)
= 2

(
n∑

k=1

1

k
−

n+1∑
p=2

1

p

)
où la dernière égalité repose sur le changement de variable p = k + 1 dans la somme
n∑

k=1

1

k + 1
. On en déduit :

Sn = 2

([
1

1
+

n∑
k=2

1

k

]
−

[
n∑

p=2

1

p
+

1

n+ 1

])
= 2

(
1− 1

n+ 1

)
= 2

(n+ 1)− 1

n+ 1
=

2n

n+ 1
.


