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Exercice 1

Soit p un entier naturel fixé.

1. On demande dans cette question de démontrer la relation de Pascal :
k

k
pour tout entier k supérieur ou égal & p+ 1, simplifier la somme : ( > + < 1
p p

2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur a p :

() -G

k=p

)

1. Soit k un entier supérieur ou égal & p + 1.
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: par télescopage.

1
Dans le cas ou n = p, I’égalité est évidente : Py = 1= Pt .
D p+1

2. o Premiére méthode

Supposons n > p + 1.

k=p
= E+1 k
= 1+ Z + — d’aprés la question précédente
k p+1 p+1
=p+1
n n
k+1 k
e 26200
k=p+1 P+ k=p+1 p +
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= 1+ ( ) - Z ( ) par le chgt d’indice j = k+ 1
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e Deuxiéme méthode : par récurrence sur 'entier naturel n (n > p).

(i) Veérifions I’égalité pour n =p :

()00

P

n
k n+1
ii) Soit n un entier tel que n > p. Supposons que = .
(i) que n = p. Supp q kE:p <p) (p+1>

fazgyss n—+2
Démontrons alors, sous cette hypothése que Z ( ) = ( )

=y \P p+1
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k=p

1 1
n ) + (n I 1> d’aprés 'hypothése de récurrence
p

2
+ 1> d’aprés la question 1. avec k =n+1

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel

"k n+1
=y \P p+1

Exercice 2

1. Soit & un nombre réel, supérieur ou égal a —1.
Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

1+2)">21+nz

2. Proposer une autre démonstration de ’inégalité ci-dessus dans le cas oi1 z > 0.

1. x est un réel fizé, supérieur ou égal a —1.
Démontrons par récurrence sur n € IN* I'inégalité : « (1+2)" > 1+nx ».

(i) Vérifions l'inégalité pour n =1 :
(1+x)=1+2 et 1+lxz=1+2 donc(l+z)' >1+1xzx

(ii) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que (1 +z)* > 1 + kz.
Démontrons alors, sous cette hypothése que (14 z)*1 > 14 (k4 1) .
Nous avons : (1 +z)** = (1 +z) (1 + z).

D’aprés ’hypothése de récurrence, (14 z)* > 1+ k.
Comme z > —1 = 1+ 2z > 0, on en déduit que

A+z)1+2)f >0 +2)1+k2)

Donc (1 + )" > (14 2)(1 + kx).
Or(1+x)1+ka)=1+kae+aot+akr=1+(k+1)z+ka?
et ka’>20=1+(k+1)ax+ka®>1+(k+1)a.

Par conséquent (1 +z)*' > (14+2)(1+kz)>1+(k+1z

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel
n non nul,
I+z)">1+nx
2. Dans cette question, x est un réel positif et n € IN*.

e Premiére méthode : avec la formule du binéme.
L’inégalité est évidente pour n = 1. Supposons dorénavant que n > 2.

D’aprés la formule du bindéme de Newton,

(1+2)" = Zn: (Z) 1k = Zn: (Z) o

k=0

Or x}O:VkE[[Q,n]],(Z)J;k>O:>Z

car une somme de réels positifs, est positive.

n
n .
Donc 1+nm+z (k>xk > 14+ nz ce quirevient & dire que (1+2)" > 14+nzx
k=2
e Deuxiéme méthode : avec une étude de fonction ot n € IN* est fixé.

On consideére la fonction f,, définie sur Rt = [0, +oo[ par :
VreRY, fu(z)=(1+2)" —nz—1

En tant que fonction polynomiale, f, est dérivable sur son ensemble de définition
et Vo € RY, f1(r) =n(l+2)"" ~n—0=n((1+2)"" ~1).

n
Comme n > 1, f/ () est du signe de (14 z)" "' —1
Or z20=l4+z2l=(1+a)" 21" = (1+2)" ' -1>0.
Donc Vz € R, f/(z) > 0.
Par conséquent la fonction f,, est croissante sur l'intervalle [0, +oo].
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En particulier : 2 0= fu(z) 2 fn(0) = (14+2)" —nax—-1>=0
—
0

Ainsi (1+z)" 2nz+1

Exercice 3

1. Soit n € IN. En utilisant 1’écriture en factorielles des coefficients binomiaux,

2n+2\ _ 2(2n+1) (2n
n+l)  n+1l n
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

2n 4n
=
n 2n+1

vérifier que

2n+2 (2n +2)! B (2n +2)!

<n+1> (m+1)((2n+2)— (n+1))!  (n+1)!(n+1)

(2n+2)(2n +1) (2n)! _ 2(n+1)(2n+1) " (2n)!
(n+1)n!(n+1)n! (n+1)(n+1) n!n!

_2@n+1)  (2n)!  _ 2(2n+1) (2 n>

n

n+1 n!(2n—n)! n+1

n
2. Démontrons par récurrence sur n € IN* l'inégalité : « >
n 2n+1

(i) Vérifions 'inégalité pour n =1 :

2 5 of 41 4 d 2 S 41
=2 et —— = donc Z ——
1 2x1+1 3 1 2x1+1

47l
(ii) Soit m un entier naturel non nul. Supposons que " = .
n 2n+1

n+1
2n+2> - 4

Démontrons alors, sous cette hypothése que .
’ P d ( n+1)” 2n+3

2 2 2(2 1) /2
Nous avons vu 4 la question précédente que : ne = M " .
n+1 n+1 n
R R ) 2n 4m
D’aprés ’hypothése de récurrence, > .
n 2n+1
2(2 1
Comme w > 0, on en déduit que
n+1
22n+1) 2n < 22n+1) 47
n+1 n n+1 2n41
Donc 2n + 2 > 2(2n+1) 4
n+1 n+1 2n+1
S 2n+2) _ 2x4" 2x 4" 4x4n gntl
c’est-a-dire > ———  avec = =
n+1 n+tl VU NFT T 2+l) 2m+2
1 1 4n+1 4n+1

De pl 0<2 2<2 3= —
eplus U <2n2<zn+ Mmt2 M43  m+t2  2m+3

2n + 2 gntl qntl
= >
n—+1 2n + 2 2n + 3

Par conséquent <

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel

2n 4n
=
n 2n+1

n non nul,




