
Le 27/10/2021
Corrigé médian - MT1B

Page 1/3

Exercice 1

Soit p un entier naturel �xé.

1. On demande dans cette question de démontrer la relation de Pascal :

pour tout entier k supérieur ou égal à p+1, simpli�er la somme :

(
k

p

)
+

(
k

p+ 1

)

2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur à p :

n∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)

1. Soit k un entier supérieur ou égal à p+ 1.

(
k

p

)
+

(
k

p+ 1

)
=

k!

p! (k − p)!
+

k!

(p+ 1)! (k − (p+ 1))!

=
k! (p+ 1)

p! (p+ 1) (k − p)!
+

k! (k − p)

(p+ 1)! (k − p− 1)! (k − p)

=
k! (p+ 1)

(p+ 1)! (k − p)!
+

k! (k − p)

(p+ 1)! (k − p)!
=

k!

(p+ 1)! (k − p)!
[(p+ 1) + (k − p)]

=
k!

(p+ 1)! (k − p)!
(k + 1) =

(k + 1)!

(p+ 1)! (k − p)!
=

(k + 1)!

(p+ 1)! [(k + 1)− (p+ 1)]!

Ainsi

(
k

p

)
+

(
k

p+ 1

)
=

(
k + 1

p+ 1

)

2. • Première méthode : par télescopage.

Dans le cas où n = p, l'égalité est évidente :

(
p

p

)
= 1 =

(
p+ 1

p+ 1

)
.

Supposons n > p+ 1.

n∑
k=p

(
k

p

)
=

(
p

p

)
+

n∑
k=p+1

(
k

p

)

= 1 +

n∑
k=p+1

[(
k + 1

p+ 1

)
−
(

k

p+ 1

)]
d'après la question précédente

= 1 +

n∑
k=p+1

(
k + 1

p+ 1

)
−

n∑
k=p+1

(
k

p+ 1

)

= 1 +

n+1∑
j=p+2

(
j

p+ 1

)
−

n∑
k=p+1

(
k

p+ 1

)
par le chgt d'indice j = k + 1

= 1 +

n∑
j=p+2

(
j

p+ 1

)
+

(
n+ 1

p+ 1

)
−
(
p+ 1

p+ 1

)
−

n∑
k=p+2

(
k

p+ 1

)

= 1 +

(
n+ 1

p+ 1

)
−
(
p+ 1

p+ 1

)
= 1 +

(
n+ 1

p+ 1

)
− 1

=

(
n+ 1

p+ 1

)

• Deuxième méthode : par récurrence sur l'entier naturel n (n > p).

(i) Véri�ons l'égalité pour n = p :

p∑
k=p

(
k

p

)
=

(
p

p

)
= 1 =

(
p+ 1

p+ 1

)

(ii) Soit n un entier tel que n > p. Supposons que

n∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

Démontrons alors, sous cette hypothèse que

n+1∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 2

p+ 1

)
.
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n+1∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p

)
+

n∑
k=p

(
k

p

)

=

(
n+ 1

p

)
+

(
n+ 1

p+ 1

)
d'après l'hypothèse de récurrence

=

(
n+ 2

p+ 1

)
d'après la question 1. avec k = n+ 1

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel

n > p,

n∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)

Exercice 2

1. Soit x un nombre réel, supérieur ou égal à −1.
Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

(1 + x)n > 1 + nx

2. Proposer une autre démonstration de l'inégalité ci-dessus dans le cas où x > 0.

1. x est un réel �xé, supérieur ou égal à −1.
Démontrons par récurrence sur n ∈ N∗ l'inégalité : � (1 + x)n > 1 + nx �.

(i) Véri�ons l'inégalité pour n = 1 :

(1 + x)1 = 1 + x et 1 + 1× x = 1 + x donc (1 + x)1 > 1 + 1× x

(ii) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que (1 + x)k > 1 + k x.

Démontrons alors, sous cette hypothèse que (1 + x)k+1 > 1 + (k + 1)x.

Nous avons : (1 + x)k+1 = (1 + x) (1 + x)k.

D'après l'hypothèse de récurrence, (1 + x)k > 1 + k x.

Comme x > −1 =⇒ 1 + x > 0, on en déduit que

(1 + x)(1 + x)k > (1 + x)(1 + k x)

Donc (1 + x)k+1 > (1 + x)(1 + k x).

Or (1 + x)(1 + k x) = 1 + k x+ x+ x k x = 1 + (k + 1)x+ k x2

et k x2 > 0 =⇒ 1 + (k + 1)x+ k x2 > 1 + (k + 1)x.

Par conséquent (1 + x)k+1 > (1 + x)(1 + k x) > 1 + (k + 1)x

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel
n non nul,

(1 + x)n > 1 + nx

2. Dans cette question, x est un réel positif et n ∈ N∗.
• Première méthode : avec la formule du binôme.
L'inégalité est évidente pour n = 1. Supposons dorénavant que n > 2.

D'après la formule du binôme de Newton,

(1 + x)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−kxk =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk

= 1 +

(
n

1

)
x+

n∑
k=2

(
n

k

)
xk

= 1 + nx+

n∑
k=2

(
n

k

)
xk

Or x > 0 =⇒ ∀ k ∈ J2 , nK,
(
n

k

)
xk > 0 =⇒

n∑
k=2

(
n

k

)
xk > 0

car une somme de réels positifs, est positive.

Donc 1+nx+

n∑
k=2

(
n

k

)
xk > 1+nx ce qui revient à dire que (1+x)n > 1+nx

• Deuxième méthode : avec une étude de fonction où n ∈ N∗ est �xé.
On considère la fonction fn dé�nie sur R+ = [0 , +∞[ par :

∀x ∈ R+, fn(x) = (1 + x)n − nx− 1

En tant que fonction polynomiale, fn est dérivable sur son ensemble de dé�nition
et ∀x ∈ R+, f ′n(x) = n(1 + x)n−1 − n− 0 = n

(
(1 + x)n−1 − 1

)
.

Comme n > 1, f ′n(x) est du signe de (1 + x)n−1 − 1

Or x > 0 =⇒ 1 + x > 1 =⇒ (1 + x)n−1 > 1n−1 =⇒ (1 + x)n−1 − 1 > 0.

Donc ∀x ∈ R+, f ′n(x) > 0.
Par conséquent la fonction fn est croissante sur l'intervalle [0 , +∞[.
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En particulier : x > 0 =⇒ fn(x) > fn(0)︸ ︷︷ ︸
0

=⇒ (1 + x)n − nx− 1 > 0

Ainsi (1 + x)n > nx+ 1

Exercice 3

1. Soit n ∈ N. En utilisant l'écriture en factorielles des coe�cients binomiaux,
véri�er que (

2n+ 2

n+ 1

)
=

2(2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,(

2n

n

)
>

4n

2n+ 1

1. (
2n+ 2

n+ 1

)
=

(2n+ 2)!

(n+ 1)!
(
(2n+ 2)− (n+ 1)

)
!
=

(2n+ 2)!

(n+ 1)! (n+ 1)!

=
(2n+ 2) (2n+ 1) (2n)!

(n+ 1)n! (n+ 1)n!
=

2(n+ 1) (2n+ 1)

(n+ 1) (n+ 1)
× (2n)!

n!n!

=
2(2n+ 1)

n+ 1

(2n)!

n! (2n− n)!
=

2(2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)

2. Démontrons par récurrence sur n ∈ N∗ l'inégalité : �
(
2n

n

)
>

4n

2n+ 1
�.

(i) Véri�ons l'inégalité pour n = 1 :(
2

1

)
= 2 et

41

2× 1 + 1
=

4

3
donc

(
2

1

)
>

41

2× 1 + 1

(ii) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que

(
2n

n

)
>

4n

2n+ 1
.

Démontrons alors, sous cette hypothèse que

(
2n+ 2

n+ 1

)
>

4n+1

2n+ 3
.

Nous avons vu à la question précédente que :

(
2n+ 2

n+ 1

)
=

2(2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)
.

D'après l'hypothèse de récurrence,

(
2n

n

)
>

4n

2n+ 1
.

Comme
2(2n+ 1)

n+ 1
> 0, on en déduit que

2(2n+ 1)

n+ 1

(
2n

n

)
>

2(2n+ 1)

n+ 1

4n

2n+ 1

Donc

(
2n+ 2

n+ 1

)
>

2(2n+ 1)

n+ 1

4n

2n+ 1

c'est-à-dire

(
2n+ 2

n+ 1

)
>

2× 4n

n+ 1
avec

2× 4n

n+ 1
=

4× 4n

2(n+ 1)
=

4n+1

2n+ 2

De plus 0 < 2n+ 2 < 2n+ 3 =⇒ 1

2n+ 2
>

1

2n+ 3
=⇒ 4n+1

2n+ 2
>

4n+1

2n+ 3

Par conséquent

(
2n+ 2

n+ 1

)
>

4n+1

2n+ 2
>

4n+1

2n+ 3

(iii) Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier naturel
n non nul, (

2n

n

)
>

4n

2n+ 1


