Le 23/06/2022 durée : 90 minutes

Utbm Examen final

—
=

P R MT2A-MT2B-MT2D

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part
importante dans [’appréciation des copies.

L’utilisation de toute calculatrice, de tout matériel électronique et de
tout formulaire est interdite. Les résultats non justifiés ne seront pas
pris en compte.

( 9 points )

‘Exercice 1 : algebre linéaire‘

On se place dans 'espace vectoriel réel F' = Ry[X| muni de sa base canonique 6, = (1, X, X 2).

1. (a) Démontrer que la famille ¢ = ((X —1)*, (X — 1)(X + 1), (X +1)?) est une base
de F.

(b) Donner la matrice de passage @ de la base canonique % vers la base €.

(c) Calculer Q*. En déduire la matrice de passage de € a %p.

(d) Déterminer les coordonnées du polynome 1+ X — X? dans la base €.
2. On note # = (1, X, X X°) la base canonique de E = Rs[X].

On considere 'application

f: E — F
P(X) — P(1)(X =1+ P(2) (X +1)?
(a) Prouver que f est une application linéaire.
(b) Calculer la matrice A de f relativement aux bases % et €.

(c) Déterminer le rang de A.
En déduire la dimension du noyau de f.

(d) Justifier que (X — 1)? et (X + 1)* appartiennent & I'image de f.
En déduire une base de Imf.

Correction. 1. (a) On remarque que :

(X —17%=X2-2X +1,
(X-1D)(X+1)=X"-1,
(X +1)°=X2+2X +1.
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Pour démontrer que % est une base, on peut échelonner la matrice colonne des
coordonnées de ces polyndémes dans la base canonique :

1 -1 1 1 0 0 Cy e Cy 4 C
-2 0 2| =|-2 -2 4 e OO
1 1 1 1 2 1 3 31
1 0 0
—1-2 -2 0 03<—03+202
1 2 3

On en déduit que le rang de la famille est 3. De plus, elle est maximale car Ry[X]
est de dimension 3. Ainsi, % est une base de F'.

(b) Par définition, la matrice de passage exprime les coordonnées des vecteurs de la
nouvelle base en fonction des vecteurs de ’ancienne base :

1 -1 1
Q=|-2 0 2
1 1 1
(c) On obtient :
1 -1 1 1 -1 1 4 0 0
Q*=(-2 0 2|-2 0 2|=[040
1 1 1 1 1 1 0 0 4

1
Comme Q? = 413, on en déduit que Q est inversible d’inverse ZQ' De plus, d’apres
le cours, la matrice de passage de € a %, est 'inverse de Q.

(d) On utilise la formule du cours :

1

1 1 -1 1 1 1

1 1 4

(XX =Q "1+ X-X%)g,=-Q 1 | == [-2 0 2 1 ]l=1-1
4 W11 1)\

(a) Soit (A, P,Q) € R x Ry[X] x Ry[X]. Alors :
FOP+Q) =P +Q) ()X — 1)+ (AP +Q) (2)(X +1)?
(AP(1) +Q(1)) (X = 1) + (AP(2) + Q(2)) (X +1)*
=AP(1)(X — 1>+ Q(1)(X —1)* + AP(2)(X +1)* + Q(2)(X + 1)°
A

L’application f est donc bien linéaire.
(b) Par définition :

F(1) f(X) FXY (X

1 1 1 1 (X —1)?
A:Matg,cg(f)=< 0 0 0 0 )(X—l)(X+1)
1 2 4 8 (X +1)?
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On échelonne A pour déterminer son rang :

1111 1 000 02<—02—01
00 0O0]—=10000 Cs;+ C3 — (4
1 2 4 8 1137 04(—04—01
1000 03903—302

B S Cy 4 Cy —7C

1100 S 2

On en déduit que A est de rang 2. Pour déterminer la dimension du noyau de f, on
peut utiliser le théoreme du rang :

dim (R3[X]) = dim(Ker(f)) + rg(f),

ce qui implique que le noyau de f est de dimension 2.

A Taide des deux premieres colonnes de la matrice A, on remarque que :

X =1) = f(X) - f(1) = (X +1)*,
et que
f2=X)=2f(1) - f(X) = (X - 1),

ce qui démontre que (X + 1) et (X — 1) sont dans I'image de f. Or, ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires : ils forment donc une famille libre de Im(f). Enfin,
I'image de f étant de dimension 2, ils forment une base de cet espace.
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‘Exercice 2 : analyse‘ ( 11 points )

On considere la fonction f définie sur R par :

arctant § 140
VieR, f(t)= t
1 si t=0

1. (a) Déterminer le développement limité a 1’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction arctan.
(b) En déduire que f admet pour développement limité a l'ordre 2 en 0 :
2

£ =1— 2 4 2c(t) avee lime(t) =0,
3 t—0

(¢) f est-elle dérivable en 07 Si oui, donner la valeur de f(0) .
(d) Calculer f'(t) pour tout réel ¢ non nul.

2. On définit a présent la fonction F' sur R par :
Vo € R, F(x):/ f(t)dt
0

et la fonction g sur R? par :

On admet que g est de classe C? sur R

(a) Soit (z,y) € R% On admet que g—i(x,y) =y f(zy) — f(x).

o dg
Donner une expression similaire pour ==(z,y).

Iy
(b) Montrer que si x =0 ou y = 0 alors (x,y) n’est pas un point critique de g.
(c) Démontrer que g admet a = (1,1) comme unique point critique.
(d) Prouver que :
D?g

D% 0?g 1
_2(a> =53
ox dy

(@) =0 et que &E@y(a) =3

(e) La fonction g présente-t-elle un extremum sur R? ?

Correction.

1. (a) Soit t au voisinage de 0.

1 1 2
= = ol u = —t-.
1+¢2 1—u

arctan’(t)

u est au voisinage de 0 donc :

=1+ u+u®+u®+u’s(u) aveclime;(u) = 0.
1—-u u—0

En remplacant u par —t?, on obtient :

arctan’(t) = 1 — % + t%e5(t) avec %iné g9(t) = 0.
—>
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En intégrant ce développement limité, on obtient le développement limité a 'ordre
3 en 0 de arctan :
3

t
arctan(t) = arctan(0) + ¢ — 3 +t3e(t) avec PI% e(t) =0.
—

Piques arctan(0) = 0, il vient :

3

t
arctan(t) =t — 3 +t3e(t) |

Par définition de f on a f(0) = 1 et pour tout ¢ non nul au voisinage de 0 :

arctant
r) =%
Donc d’apres la question précédente :
t— 2 et 2
f(t) = 3#() =1- 3 + t2e(t).

Cette égalité est encore vraie pour ¢t = 0 car f(0) = 1. Ainsi, f admet un développe-
ment limité a 'ordre 2 en 0 donné par, pour tout ¢ au voisinage de 0 :

2

— t 2 ; —
ft)y=1- 3 +t°e(t) avec 11_1}1&5(75) =0/

Puisque f admet un DL a l'ordre 2 en 0, f admet un DL a l'ordre 1 en 0. Par
conséquent, ’ f est dérivable en O‘ et f'(0) est le coefficient du mondme de degré 1
dans la partie polynomiale du DL a l’ordre 1 de f en 0. D’apres la question précédente,
ce DL est donné par :

f(t) =141teo(t) =140 xt+teo(t) aveclimeg(t) = 0.

t—0

On en déduit : | f/(0) = 0.
On a:

arctan(t)

Donc :

wer, )= arctan’(t) x t — arctan(t) x 1

t2
T X t — arctan(t)
- 3
B t arctan(t)
S+
1 arctan(t)
Tla+er e |

UTBM Page 5/8



Le 23/06/2022 durée : 90 minutes

2. (a) La fonction F' définie sur R par :

VreR, F(z)= /xf(t) dt

est une primitive de f sur R. Elle est donc dérivable sur R et vérifie I’ = f.
Soit ¢ la fonction de classe C? sur R? définie par :

V(z,y) € R*, g(z,y) = F(ay) — F(z) — F(y).

Soit (x,y) € R2. Alors,

g_Z(x, y)|=xF (xy) — F'(y) = 2f(zy) — f(y)}

(b) Rappelons qu'un point critique de g est un point (z,y) € R? tel que

dg 9y
—= =0 et — =0.
5 0 Y) t 3, (z,)
Soit (z,y) € R?.
e Supposons x = 0. D’apres la question précédente :

%(w,y)Zyxf(O)—f(o):yx1_1:y_1

Ainsi,
0
— siy # 1 alors a—g(x, y) # 0 et (x,y) n’est pas un point critique de g;
x
arctan(1) s dg

— siy = 1 alors g—‘z(a:,y) =—f(1) = —T =1 et donc a—y(:v,y) £ 0,

donc (z,y) n’est pas un point critique de g.
Par conséquent, si « = 0, alors (z,y) n’est pas un point critique de g.
e Supposons y = 0. D’apres la question précédente :

%@,y) — 0% f(0) - f(z) = —f(x)
g—z(x,y):xxf(O)—f(O):xx1—1:x—1.

En raisonnant comme précédemment, on en déduit que (z,y) n’est pas un point
critique de g.

On en conclut que si x = 0 ou y = 0, alors (z,y) n’est pas un point critique de g.

(¢) Soit (x,y) € R?. D’aprés la question précédente, si z = 0 ou y = 0, alors (z,y) n’est
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pas un point critique de g. On suppose donc : x # 0 et y # 0.

(arctan(ry) arctan(x)

Y — =0 carxy#0etx#0

<~ 4 .
t t
LA an(zy) _arc an(y) =0 carzy#Oety#0
\ Ty Y
(1
— (arctan(xy) — arctan(z)) = 0
T

1
— (arctan(zy) — arctan(y)) =0
\ Y

arctan(xy

car la fonction arctan est bijective

y=1 carxz #0
r=1 cary;éO
— (z,y) =

—

{
i
1
{

La fonction g admet donc un unique point critique qui est a = (1,1) |

(d) Soit (z,7) € R%. On a :

S2(w0) = uf o) = f(@) et Pl = ofa) - flo)

Donc : ) 82
L wy) = f () - S'(2)
P9 (o) =1x i
920y (z,y) = 1 x f(zy) + 2y f'(2vy)
S50 =2 ) - )
Ainsi,
( 82 ! !
5@ =1x £ - f(1) =[0]
829 - /
0%g

5@ =1 f(1) - £ =[o]
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Or, d’apres la question 1(d), on a :

1 arctan(t)
vt e R*, f'(t) = - .
I =07 12)¢ 2
D’ou
D%g (@) arctan(1) N 1 arctan(1) 1
a)|= _ ==
0xdy 1 (14+12)1 12 2
(e) Introduisons les notations de Monge en a :
0%g 0% 0%g

r

=520 8 8x8y(a)’ t= a—yQ(a) =0.
Alors, d’apres 2(d),

Donc rt — s < 0. On en déduit que la fonction ¢ n’admet pas d’extremum local au
point a, mais que le point a est un point col pour g. Sachant que les extrema d’une
fonction sont atteints en des points critiques et que le seul point critique de g est le
point a, on en déduit que |la fonction g n’admet pas d’extremum ‘

|Exercice 1 : Baréme]| (11 points )

1. (a) 1,5 points pour établir le DL3(0) de arctan
(b) 0,5 point pour en déduire celui de f
(¢) 1 point dont :
— 0,5 pt pour justifier que f est dérivable en 0
— 0,5 pt pour dire que f'(0) =0
Compter 0,75 point en tout si la justification de f'(0) = 0 est faite proprement avec
la formule de Taylor-Young mais son justifier que f est dérivable en 0.

(d) 1 point pour calculer f
0
2. (a) 1 point pour donner a—g(x,y) =zf(xy) — f(y)
Y
(b) 1 point dont :
— 0,5 pt pour simplifier les dérivées partielles lorsque z =0 ou y =0
— 0,5 pt pour justifier qu’au moins une deux dérivées partielles est non nulle lorsque
z=0 (ouy=0)
(¢) 2 points pour résoudre le systeme de recherche des points critiques
Enlever 0,5 pt si les <= ne sont pas présents.
(d) 2 points dont :
0? 0%g

— 1 pt pour obtenir 8_;;(@) = 8_y2<a> =0
0? 1
— 1 pt pour obtenir 8x89y(a) =3

(e) 1 point pour justifier que g n’admet pas d’extremum
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