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Exercice 1 ∀x ∈]0 , +∞[, F (x) =

∫ 2x

x

e1/t

t
dt

1. Soit x > 0.

(a)

t ∈ [x , 2x] =⇒ 0 < x 6 t 6 2x

=⇒ 1

2x
6

1

t
6

1

x
car la fonction y 7→ 1

y
décroît sur R+?

=⇒ e
1
2x 6 e1/t 6 e

1
x par croissance de exp sur R

(b) Pour tout réel t appartenant à [x , 2x], e
1
2x 6 e1/t 6 e

1
x

Donc ∀ t ∈ [x , 2x],
e

1
2x

t
6

e1/t

t
6

e
1
x

t
car t > 0

On en déduit, par croissance de l'intégrale, que∫ 2x

x

e
1
2x

t
dt 6

∫ 2x

x

e1/t

t
dt 6

∫ 2x

x

e
1
x

t
dt

Or, par linéarité de l'intégrale,∫ 2x

x

e
1
2x

t
dt = e

1
2x

∫ 2x

x

1

t
dt = e

1
2x

[
ln t
]2x
x

= e
1
2x (ln(2x)− lnx)︸ ︷︷ ︸

ln 2+ln x−ln x

= e
1
2x ln 2

De même

∫ 2x

x

e
1
x

t
dt = e

1
x ln 2

Par conséquent, e
1
2x ln 2 6 F (x) 6 e

1
x ln 2

2. • D'après la question précédente,

∀x > 0, e
1
2x ln 2 6 F (x) 6 e

1
x ln 2

Or lim
x→+∞

1

2x
= 0 et lim

t→0
et = 1 D'où, par composition, lim

x→+∞
e

1
2x = 1.

De même lim
x→+∞

e
1
x = 1.

Donc lim
x→+∞

e
1
2x ln 2 = lim

x→+∞
e

1
x ln 2 = ln 2.

Ainsi, d'après le �théorème des gendarmes�,

lim
x→+∞

F (x) = ln 2

• On rappelle que ∀x > 0, F (x) > e
1
2x ln 2.

Or lim
x→0+

1

2x
= +∞ et lim

t→+∞
et = +∞. D'où, par composition, lim

x→0+
e

1
2x = +∞.

Ainsi, par comparaison, lim
x→0+

F (x) = +∞

3. La fonction g : t 7−→ e1/t

t
est continue sur l'intervalle ]0 , +∞[. Elle admet donc

des primitives sur cet intervalle. Soit G l'une d'entre elles.

Alors, d'après le théorème fondamental du calcul intégral,

∀x ∈]0 , +∞[,

∫ 2x

x

g(t) dt =
[
G(t)

]t=2x

t=x
= G(2x)−G(x)

La fonction x 7→ 2x est dérivable sur ]0 , +∞[ à valeurs dans ]0 , +∞[ et la fonc-
tion G est dérivable sur ]0 , +∞[. Donc, par composition, la fonction x 7→ G(2x)
est aussi dérivable sur ]0 , +∞[. Ainsi F est dérivable sur ]0 , +∞[ et

∀x ∈]0 , +∞[, F ′(x) = 2G′(2x)−G′(x)
= 2 g(2x)− g(x)

= 2
e

1
2x

2x
− e

1
x

x

=
1

x

(
e

1
2x − e

1
x

)
=

1

x

(
e

1
2x − e

1
2x+ 1

2x

)
=

e
1
2x

x

(
1− e

1
2x

)
4. Si x > 0 alors

1

2x
> 0 d'où e

1
2x > 1 donc 1− e

1
2x < 0

Ainsi pour tout réel x appartenant à l'intervalle ]0 , +∞[, F ′(x) < 0 .

La fonction F est strictement décroissante sur l'intervalle ouvert ]0 , +∞[.
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Exercice 2 On rappelle que E = R[X] ,

F =

{
P ∈ E | P (1) = 0 et

∫ 1

0

P (t)dt = 0

}
et G = Vect(X2 +X + 1)

1. Posons P = aX2 + bX + c avec (a, b, c) ∈ R3.

Alors

∫ 1

0

P (t) dt =

∫ 1

0

(at2 + bt+ c) dt =

[
a

3
t3 +

b

2
t2 + ct

]1
0

=
a

3
+
b

2
+ c

D'où P ∈ F ⇐⇒ P (1) = 0 et

∫ 1

0

P (t) dt = 0 ⇐⇒

{
a+ b+

�� ��c = 0
a

3
+
b

2
+ c = 0

⇐⇒

{
a+ b+ c = 0

−2

3
a− b

2
= 0 L2 ← L2 − L1

⇐⇒

{
c = −a− b
b = −4

3
a

⇐⇒

 a = 3k
b = −4k (k ∈ R)
c = k

En prenant k = 1, on obtient que P = 3X2 − 4X + 1 appartient à F .

2. (i) Le polynôme nul de E, noté ici O, appartient à F .

En e�et O(1) = 0 et

∫ 1

0

O(t) dt =

∫ 1

0

0dt = 0

(ii) Soient P et Q deux polynômes appartenant à F .

Alors P (1) = Q(1) = 0 et

∫ 1

0

P (t) dt =

∫ 1

0

Q(t)dt = 0

D'où (P +Q)(1) = P (1)+Q(1) = 0+0 = 0 et par linéarité de l'intégrale :∫ 1

0

(P+Q)(t)dt =

∫ 1

0

(
P (t)+Q(t)

)
dt =

∫ 1

0

P (t) dt+

∫ 1

0

Q(t) dt = 0+0 = 0

Donc P +Q appartient à F .

(iii) Soient P un polynôme appartenant à F et λ un réel.

Alors P (1) = 0 et

∫ 1

0

P (t)dt = 0

D'où (λ · P )(1) = λ× P (1) = λ× 0 = 0 et par linéarité de l'intégrale :∫ 1

0

(λ · P )(t)dt =
∫ 1

0

λP (t)dt = λ

∫ 1

0

P (t) dt = λ× 0 = 0

Donc λ · P appartient à F .

Ainsi F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Véri�er que F et G sont en somme directe revient à montrer que F ∩G = {O},
c'est-à-dire que (F ∩G) ⊂ {O} puisque F et G contiennent le polynôme nul, en
tant que sous-espaces vectoriels de E.

Soit P ∈ (F ∩G) . Alors P ∈ F et P ∈ G.

D'où P (1) = 0 et ∃λ ∈ R ; P = λ(X2 +X + 1).

Donc P (1) = λ(12 + 1 + 1) = 3λ = 0. Ainsi λ = 0 puis P = O .

4. Supposons que le polynôme constant égal à 1, appartient à F +G.

Alors 1 se décompose sous la forme 1 = P (X) +Q(X) où P ∈ F et Q ∈ G.

Donc il existe P ∈ F et λ ∈ R tels que 1
(?)
= P (X) + λ · (X2 +X + 1)

En évaluant cette égalité (?) de polynômes en X = 1, on obtient :

1 = P (1)︸︷︷︸
0 car P∈F

+3λ = 3λ d'où λ =
1

3

De plus, en intégrant les deux membres de (?), il vient :

∫ 1

0

1 dt =

∫ 1

0

(
P (t) + λ · (t2 + t+ 1)

)
dt =

∫ 1

0

P (t)dt︸ ︷︷ ︸
0 car P∈F

+λ

∫ 1

0

(t2 + t+ 1) dt

Donc 1 = λ

[
t3

3
+
t2

2
+ t

]1
0

= λ

(
1

3
+

1

2
+ 1

)
=

11

6
λ puis λ =

6

11

ce qui contredit λ = 1/3

5. Les sous-espaces vectoriels F et G ne sont pas supplémentaires dans E,

sinon on aurait E = F ⊕G, en particulier E ⊂ (F +G) et le polynôme constant
égal à 1, appartiendrait à F +G,

ce qui est faux d'après la question précédente.


