Le 22/04/2020 durée : 30 minutes

Exercice 1

MTB - D - Controle 4

Nom : ... . Prénom : ...............

Soit g la fonction définie sur R par : ¢g(0) =1 et Vte R, g(t) = —

On admet que g est continue sur R.  On pose pour tout réel z,

1.

2.

2z
f(x) = / g(t) dt

En introduisant une primitive G' de g sur R, justifier que f est dérivable sur R et
calculer f'(z) pour tout réel x.

Vt e R, g(t) =sin(t) x (1/t)

Comme les fonctions sinus et ¢ — n sont continues sur R*, g est continue au moins

t
sur R*. On sait de plus que hr%% 1 clest-a-dire %ir%g(t) = ¢(0) ce qui
—

signifie que g est continue en zéro. Donc g est continue sur U'intervalle R.

Ainsi g admet des primitives sur R. Soit G 'une d’entre elles.

D’apres le théoreme fondamental du calcul intégral, ¥V € R, f(z) = G(2z)—G(z).
Or les fonctions u : x — 2z et G sont dérivables sur R. Donc la fonction composée
G o u est dérivable sur R, puis f = Gou — G est dérivable sur R.

Enfin Vz € R, f'(z) = G'(u(z)) x v/ (z) — G'(z) = 29(2z) — g(z)

sin(2z) —sinz .
Ainsi VzeR, 4(z)= T iz #0
1 si z=0
a. Rappeler le développement limité a ’ordre 4 au voisinage de 0 de u — sin(u).
sinu = u— — + u* e1(u) avec limej(u) =0
6 u—0

b. En déduire le développement limité a I’ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction
x — sin(2z) — sinz  puis le développement limité d’ordre 3 en zéro de la
deérivée f. Puisque hm 2x =0,

sin(22) = (22) — (2 P 4 (20)te (22) = 20 — S0 o e (a)
D’oit sm(2x)—smw— <2x—$3> < >+m e3(r) = 2 —

Ainsi  f'(x )—1—2:1: + 2% e3(2)

c. Calculer le développement limité, a 'ordre 4, au voisinage de 0, de f. Par

£x3+x453(x)

Tx 7
intégration terme a terme, f(z) = f(0) +3U—ff—|-a: te(z) = o — —a34a'e(x)
L7673 18
0
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Exercice 2

Soit £ un K— espace vectoriel de dimension finie égale & 4.
On considére deux sous-espaces vectoriels F' et G de F tels que

dim F =dimG =3 et F#G
1. Démontrer que 2 < dim(FNG)<3.

e (G et FFN G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que FNG C G.
Dot dim(FNG) <dimG c’est-a-dire dim(F N G) < 3.

e F'+ G est un sous-espace vectoriel de E. D’ou dim(F + G) < dim E
c’est-a-dire dim(F + G) < 4.

Or, d’apres la formule de Grassmann, dim(F+G) = dim F4+dim G—dim(FNG).
Donc dim(F NG) =dim F +dim G — dim(F + G) avec —dim(F + G) > —4.

Ainsi dim(F N G) > 3+ 3 — 4 clest-a-dire dim(FNG) > 2.

2. En déduire dim(F N G).

D’apres la question précédente, F'N G est soit de dimension 2, soit de dimension 3.

Supposons que dim(F NG) = 3.

Etant donné que F' N G est un sous-espace vectoriel de E tel que F NG C F et
que dim(F N G) = dim F, on obtient (avec le théoréme 14 (ii) du chapitre 3) :
FNG=F.

On justifie de fagon analogue (en échangeant F' et G) que GNF = G.
On en déduit que FF = FNG =GN F =G, ce qui contredit ’hypothése I # G.

Finalement ’dim(F NG) =2 ‘
puis d’aprés la formule de Grassmann, dim(F+G) = 4 = dim(FE). Ainsi E = F+G,
mais cette somme n’est pas directe.




