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La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante
dans l’appréciation des copies.
L’utilisation de toute calculatrice, de tout matériel électronique et de tout

formulaire est interdite.
Les 3 exercices seront rendus sur 3 copies différentes.

( 7 points )

’Exercice 1 : projection orthogonale

1. Soient (E, (-|-)) un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace vectoriel de dimension 2 de E et
(e1,e2) une base de F. On pose :

g1 =¢€1
g2 =€y —ae; ouacl.
Démontrer que (g1, 9g2) est une famille orthogonale si, et seulement si,

ezl gn)
lonl?

2. Application. Soient F = R[X] et F' = R;[X] = Vect(1, X). On définit 'application
¢ + ExE — R
1
P.Q) — [ Puama

(a) Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
(b) Déterminer une base orthonormale de F' pour ce produit scalaire.
(¢) Déterminer pr(X?), le projeté orthogonal de X2 sur F.

(d) Calculer la distance de X2 a F, notée d (XQ, F).

(e) Sans faire de calculs, donner la matrice A dans la base canonique de Ro[X] de la projection

orthogonale pg sur F.

Pensez a4 changer de copie

( 7 points )

‘Exercice 2 : suite de Fibonacci‘

1. On considére la matrice carrée A = <(1) i) € M(R).

(a) Calculer les valeurs propres de A.
On notera Aj la valeur propre positive de A et Ay 'autre valeur propre.

(b) Justifier que A est diagonalisable. On ne demande pas de diagonaliser A.

(¢) Déterminer le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A;.
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2. On définit la suite de Fibonacci (Fy,)nen par

{FO_O,Fl_l

o Ph
Vn €N, Fyog = Fy+ Fyur On pose Vne N, X, = < )

P%+1

(a) Exprimer X, 11 en fonction de A et de X,,. En déduire, sans démonstration, X,, en fonction
de A, n et Xp.

(b) On admet Dexistence de constantes réelles a et b telles que Vn € N, F, =a\! +b\}
Déterminer les valeurs de a et b en utilisant Fjy et Fj.

1

3. (a) Veérifier que Ay = W
1

F,
Sachant que A\; > 1, établir que la suite < "H) converge vers le réel ;.
n nelN*
1
(b) En déduire la nature de la série Z —
n>1
n—2 +oo
. 8 , 11
(¢) On admet que pour tout entier n > 2, F, > | = i Démontrer que Z — < =
5 L F, "3
Pensez a changer de copie
Exercice 3 : une équation diﬂ'érentielle‘ ( 7 points )

+oo
- 2 P , - 2 —_ 2
1. Prouver que 'intégrale généralisée / e ¥ dt est convergente.
0

+oo
On admet que / e dt = \27?
0

—+00
2. On définit la fonction f sur R par : Ve eR, f(x)= ™ / e dt

X
On se fixe un réel x > 0.

(a) Etablir la convergence et calculer la valeur de I'intégrale généralisée / 2t et dt.
x

1
(b) Justifier que Vt € [z, +o0], et — <2t e_tQ)

1
(¢) En déduire que f(z) < %
x

3. On considére 'équation différentielle linéaire (E) : y'(z) =2z y(x) -1

(a) On rappelle que si ¢ est une fonction continue sur R, alors la fonction @ : z — / ’ o(t)dt
est dérivable sur R et & = . "
En remarquant que Vz € R, /+OO e dt = \2% — /w e dt )
montrer que f est une solution %articuliére de l’équat?on différentielle (E).

(b) Reésoudre (E) en exprimant sa solution générale a l'aide de la fonction f.

(c) Démontrer que f est la seule solution de (E) admettant pour limite zéro en 4oo.
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