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Exercice 1

(ea —aeyler) =0
(ealer) —alerler) =0
(ealer) = alles
~ {e2]g1)
AR

(92191) =0

riue

2. (a) Soit (\,P,Q,R) e Rx Ex ExE.

OlP(t)Q(t) dt:/olQ(t)P £)dt =

1
S(\P+ Q. R) = /0 (AP + Q) (R(1) dt

e Symétrie. o(P, Q)= ©(Q, P)

o Linéarité a gauche.

- / (AP(H)R(t) + Q()R() dt

—)\/P dt+/Q

= Xp(P,R) + ¢(Q, R).

o Positivité. s
o(P, P) :/ P2(t)dt > 0,

0

par positivité de l'intégrale.

1
e Caractére défini. Supposons que ¢(P, P) = 0. Alors / P%(t)dt = 0.
0

Or la fonction polynomiale ¢ — P(t)? est continue et positive sur le
segment [0, 1].

Donc, par stricte positivité de Uintégrale, V¢ € [0,1],
puis V¢t € [0,1], P(t)=0

Ainsi, le polynébme P admet une infinité de racines, c’est donc le
polynéme nul.

P(t)*=0

(b) D’aprés la premiére partie de lexercice, une base orthogonale de F est
obtenue en posant:

1 1
1
Or w(X,l):/ txldt:§ et (p(l,l):/ 12dt = 1.
0 0

1
Une base orthogonale de F est donc (1, X - 2). 11 suffit alors de normaliser

ces vecteurs pour obtenir une base orthonormale de F'.
Comme ¢(1,1) =1 et que

1
1 1 ! 1\* 1 1\° 1
X—f X—f = —_ = = | — —_ = = —
‘p< 2’ 2) /0 (t 2) a [3 (t 2) ]0 12’

une base orthonormale de F' est (17 V3 (2X - 1)) .

D’apreés le cours, si on note (€1,¢2) la base précédemment construite, alors:
Pr(X2) = (X2 21)-21+(X%, £2)-€2 = (X2, 1)-14+3p(X?, 2X ~1)-(2X 1)
o 1 ! 9 1 3
Dot pp(X?) = §+3/ (218 — ) dt - (2X 1) = 5 + 22X ~ 1)
0

1
=X — —

Ainsi | pr(X?) s

D’apreés le cours (théorémes de la projection orthogonale et de Pythagore),

(X2, F) = [|X2 = pp(X2)]| = VIX2I? — e (X))

1
avec ||X2||2:/ t4dt:é et
0

1 2 1
1 to1 1117
X2 2:/ t— = dt:/ Pt | dt=c— 4 — = —
e (] 0( 6) o 3736 376736 36

1 7 1
Dou d(X* F)? = - — —
ou d(X% F)" = 5~ 35 = 536
1
Ainsi, la distance recherchée est |d(X?, F) = ——
65

On sait que Im(pr) = F et que pr laisse invariant tout vecteur de F.
En particulier:

pr(l) =1 et pp(X)=X.

On en déduit que la matrice de pr dans la base Z = (1, X, X2) est:
1 0 -1/6
A=Matg(pr)=[0 1 1
0 0 0
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Exercice 2

1.

(a)

Le polyndme caractéristique de A est :
xa(X)=det(A— X I,) = X

_ _1=X2_Yx_
1 X‘ 1 X ) 1=X X-1
Son discriminant est :

A=(-1)2—4x1x(-1)=14+4=5.
A > 0 donc x4 (X) admet deux racines réelles distinctes, qui sont les valeurs

propres de A :
1+56 1-5
2 2

A= )\1 >0 et Ay =

La matrice A est carrée d’ordre 2 et admet deux valeurs propres réelles
distinctes. Donc A est diagonalisable dans Mi2(R) et chacun de ses deux
sous-espaces propres, est de dimension 1.

, A2 <0

Notons Ej, (A4) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A;.

Soit U = (Z) € My (R)

UEE)\l(A)@AU)\lU@{

y=Ax
‘:’{ M- —1)z=0

car \; étant une racine de y4(X), M2 —

y=Mz - y=MAz
r+y=My x+)\1x:>\%x

Sy=M\zx

)\1 —1= 0
1

On choisit Uy = ()\ ) Alors Ey, (A) = Vect(Uy) est bien de dimension 1.
1

_ Fn+1 _ Fn+1 _ 0 1 Fn _
Xn+1 - (Fn+2> n (Fn + F71,+1) a (1 1) (Fn-l—l) o AXn

On en déduit (par une récurrence immédiate sur n € IN) que X,, = A" Xj.
On admet que 3!(a,b) €R?; Vn €N, F,=al}+b\}

Comme Fy =0, on obtient : a+b=0c.a.d. b=—a

De plus F} = 1 entraine que aA; +bAy =1

1 1-
Dou (A1 —A2)a=1 dou < +2\£ — 2\/5> a=1 donc avb=1.
Ainsi L et b L Finalement Vn € N, | F, —1 (AT = A)
n a = = — . n 1en n B n
V5 V5 V5

1+vVB)(1—-vE) 12-5

3 (a) e Ao = <1+2\/5) (1_2\£> - 25><2 o =

1-5 -4

e La suite (F},) est croissante, donc Vn € N*, F,, > F} > 0.
n+1

1 1 phans (1 _ /\27)
Ve lN* n+1 dapres 2.b >\n+ /\g"— _ 1 ;?:1:,4-1
M (1-3)

”’“( (#7) All(i?)nj ;
(- (%)) (%)

r—1<MX<0et A >1.

-1 X A2\ . A\
D’out —1</\—1<)\—1<0 Donc nEToo()\l) 7077123100 N
F,
Ainsi| lim - — A1
n—-+oo Fn
1
Posons Vn € N*, u,, = —. Alors Z Uy est une série & termes strictement
n n>=1
positifs.
F, 1 1 1
Or Vn € IN*, Yntl _ In _ — — avec 0< — < 1.
U, Fn+1 (F;+1> (n—+00) A1 A1
Donc, d’aprés le critére de D’Alembert, la série Z u, est convergente.
n=1
“+ o0 + o0 “+o0
1 1 1 1
= = — =1 _
TRt LR
n=1 n=2 n=2

k—2
. 8
Sachant que pour tout entier k > 2, Fj > <5> , nous avons pour tout

k—2
1 )
entier n > 2 et pour tout entier k € [2, n], 0 < — < ()

Fy 8

e -2 ()
j=0 8
Par passage a la hm1te dans I’ 1negahte précédente, en faisant tendre n vers

+00, on obtient Z Z( >

géométrique convergente Z (5/8)"

Donc, pour tout entier n >

Or on connait la somme de la série

*§<5)j_ 118
8 1-2 3/8 3

Jj=0

+oo +oo

1 8 1 11
Ainsi 1+ Z o <1+ 3 c’est-a-dire
— L'k




LE 10/01/2022

Corrigé final - MTCII

Page 3/3

Exercice 3

1. La fonction ¢ : t — e est continue et positive sur I'intervalle fermé [0, 400
9 42 t2 1
et Vit > 07 t“e =2 T 7N — 0
e (i) (t—400)
t2
X
car lim ¢ =0 et par croissance comparée lim — = 400

t——+o00 X —+o0

—+oo
. ~ . . 2 2 2 . 2 —_ 2
Donc, d’aprés le critére de Riemann, 'intégrale généralisée / e~ dt est con-
0

vergente.

—+oo
2. Ve eR, f(z) = e / e dt. On se fixe un réel z > 0.

(a) Soit A un réel positif tel que A > .

A t=A
/ o2tet dt = [—e_tz]t = ¥ + e’
z =z

Or lim e 4> =0. Donc lim oGe ' dt = e~

A—+oo A—+too [,
—+oo

Par conséquent l’intégrale généralisée / 2te™ dt est convergente et

x

+oo . .
/ oGet dt = e~
T

(b) Soit ¢ un réel tel que ¢ > > 0. Alors 0 < 2z < 2t. Ore ' > 0.

—¢2

Donc 0 < 2z e_t2 < 2t e_752 puis e_752 <2t ez—
T
1
On en déduit que YVt € [z, +oo, et g o (2t e_tQ)
T

(¢) En intégrant membre & membre I'inégalité précédente, on obtient

—+oo +oo
/ e dt < / x (2te*t2) dt
- " 2x

+o0 +oo
1 1 aprés 2.a 1
avec / — (2t e*ﬁ) dt = — / 2t e*t2 dt dapres 2.2 —eﬂ”2
» 2z 2z J, 2z

—+oo
1
Donc / e dt < —e .
z 2z

Enfin, en multipliant les deux membres de cette derniére inégalité par e’”Z,

1
il vient : < —
il vien f(z) 5

3. Soit I'équation différentielle linéaire scalaire du ler ordre (E) : y'(z) = 2z y(z)—1

(a)

+oo 5 0 5 +oo R
et dt:/ et dt+/ et dt
x x 0

+o00o R T 5 T
= / e " dt —/ e dt = VT o(t) dt.
0 0 2 0

Alors g est dérivable sur Ret Vo € R, ¢'(z) =0 — p(z) = —e™
Donc la fonction f: z — e g(x) est aussi dérivable sur R et Vo € R,

’ x? z2 s z? —x?
fl(z) =2xe" g(z)+e" ¢'(x) =2x f(x) +e (—e ) =2z f(x) — 1.
Donc la fonction f est une solution particuliére de I’équation compléte (E).

Posons Vz € R, g(z) :/

2

(i) Les solutions sur R de I’équation homogéne (H) :

y'(z) = 2zy(z) sont les fonctions z —» Aef 22d% = Xe® ol A est
une constante réelle.

(ii) On connait déja une solution particuliére de (E) : la fonction f.
(iii) La solution générale de I’équation compléte (E) est la fonction

z— f(z) + Ae” | ol A est une constante réelle.

“+oo
e On rappelle que Vz € R, f(z) = o / ot dt

OrVteR, e " > 0. Donc, par positivité de Iintégrale,
+oo

Vo eR, / e_t2dt>0puis VzeR, f(z) > 0.
x

1 1
PR 9 N . +* < < 1 — = U.
D’ou, d’aprés 2.(c), Ve € R™, |0 < f(z) < 5, | avec mgrfoo 5 0

Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes lirf flx)=0
xr—r+00

et f est une solution de (E) admettant pour limite zéro en +oo.

e Soit h une solution quelconque de (E). Alors il existe une constante réelle
A telle que

VzeR, h(z) = f(z) + Ae®
SiA>0alors lim h(z)=4oc0. Si A< 0alors lim h(z) = —oc.
T—+00 T—-+00

Finalement f est la seule solution de (E) admettant pour limite zéro en
+o0.



