
Le 11/01/2021 durée : 90 minutes

Examen �nal - MTC1

La présentation, la lisibilité et la qualité de la rédaction entreront pour une part importante

dans l'appréciation des copies.

L'utilisation de toute calculatrice, de tout matériel électronique et de tout

formulaire est interdite.

Les trois exercices seront rendus sur trois copies di�érentes.

Exercice 1 : diagonalisation ( 7 points )

On note M3(R) le R−espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 3 à coe�cients réels.
Pour toute matrice carrée A ∈M3(R), on dé�nit l'ensemble suivant :

F (A) =
{
M ∈M3(R) | AM =M

}
1. Montrer que F (A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. Pour la suite de l'exercice, on considère la matrice A =

3 −2 −1
1 0 −1
2 −2 0

.

(a) Calculer sous forme factorisée le polynôme caractéristique de A.
Justi�er que A est diagonalisable dans M3(R).

(b) On admettra pour la suite de l'exercice que les valeurs propres de A sont : 0; 1 et 2.
Déterminer les trois sous-espaces propres de A.

(c) En déduire une matrice diagonale D dont les coe�cients diagonaux sont dans l'ordre crois-
sant, et une matrice inversible P , telles que A = PDP−1. On ne calculera pas P−1.

3. Soit M ∈M3(R), on pose N = P−1M .

(a) Montrer que : M ∈ F (A) ⇐⇒ N ∈ F (D).

(b) Montrer que : N =

a b c
d e f
g h i

 ∈ F (D) ⇐⇒ N =

0 0 0
d e f
0 0 0

.

(c) En déduire la dimension de F (A).

Exercice 2 : séries et intégrales généralisées ( 7 points )

1. (a) Préciser la nature de la série
∑
n>1

1√
n

(b) On se �xe un réel x strictement positif. Montrer que la série
∑
n>1

e−nx

√
n

est convergente.
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2. (a) Déterminer lim
u→+∞

u3/2
(
e−u√
u

)
(b) Démontrer que l'intégrale généralisée

∫ +∞

0

e−u√
u
du est convergente.

3. On se �xe un réel x strictement positif. On pose S(x) =
+∞∑
k=1

e−k x

√
k

(a) On admet que la fonction f : t 7−→ e−x t

√
t

est décroissante sur [1 , +∞[. Montrer que

∀ k > 1,

∫ k+1

k
f(t) dt 6 f(k) et que ∀ k > 2, f(k) 6

∫ k

k−1
f(t) dt

(b) On admet que l'intégrale
∫ +∞

1

e−x t

√
t
dt converge. Montrer que

∫ +∞

1

e−x t

√
t
dt 6 S(x) 6 e−x +

∫ +∞

1

e−x t

√
t
dt

(c) En déduire par un changement de variable, que

1√
x

∫ +∞

x

e−u√
u
du 6 S(x) 6 e−x +

1√
x

∫ +∞

x

e−u√
u
du

4. On admet que
∫ +∞

0

e−u√
u
du =

√
π. En utilisant l'encadrement précédent, déterminer lim

x−→0+

√
xS(x)

Exercice 3 : produit scalaire ( 7 points )

Soit n un entier naturel non nul. On désigne par E le R−espace vectoriel des fonctions polynomiales
de degré inférieur ou égal à n et on dé�nit l'application ϕ comme suit :

ϕ : E × E −→ R

(f, g) 7−→
∫ 1

−1
f(t)g(t) dt

On note P = {g ∈ E | ∀x ∈ R, g(−x) = g(x)} et I = {h ∈ E | ∀x ∈ R, h(−x) = −h(x)}
les sous-espaces vectoriels de E constitués respectivement des fonctions polynomiales paires et impaires.

1. Démontrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

2. Prouver que si g ∈ P et si h ∈ I alors ϕ(g, h) = 0.

3. À toute fonction f de E on associe la fonction f̂ : R −→ R

x 7−→ 1

2
(f(x) + f(−x))

(a) Véri�er que ∀f ∈ E, f̂ ∈ P.
(b) Véri�er que ∀f ∈ E,

(
f − f̂

)
∈ I.

(c) En déduire que l'application p : f 7−→ f̂ est une projection orthogonale sur un sous-
espace vectoriel de E, que l'on précisera (on prendra soin de bien citer le résultat de cours

correspondant).
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