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Exercice 1

1
. [3 points] Calculer I'intégrale / In(1+2z)de.
0

. |3 points] Justifier la convergence de l'intégrale généralisée

—+oo
/ e ' In(1+e ") dt.
0

. |2 points] Soit x un nombre réel positif.

Effectuer le changement de variable u = e " dans I'intégrale / e ! In(1+e™ ") dt.
0

“+oo
. [2 points] En déduire la valeur de / e "In(l+e7")dt.
0

1
. Calculons l'intégrale / In(1 + ) dxz par une intégration par parties.
0

On pose { u(z) = In(l42x)

1
alors u'(x) -
v(z) = 1 i—f

1
v(iz) = 1

Comme les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1], on obtient en
intégrant par parties :

1 1
/0 In(l+z)dz = [u(z) v(as)]o — /0 u'(z)v(z) da

1
+x

= [(1+x)1n(1+x)](1)—/0 I (1+z)de

1

= 21n2—1n1—/ 1dz
0

= 2In2-1

. La fonction f :t+—— e " In(14e7") est continue et positive sur I'intervalle fermé
[0, +oo] car

e'>0=14+e'>l=In(l+e ) >hl=ce"In(l+e ") >0

2
ot

4
De plus V¢ > 00, t>f(t)=— xIn(l+e7?)
e

. .t
Or par croissance comparée, lim — =0
t—+oo et
t—lzgloo e—t =0 par composition lim ln(l + e_t) —0
lin% In(l1+z)=0 500 B
T—

Donc |[t*f(t) — O
(t——+o00)

Le critére de Riemann (au voisinage de +oo) permet de conclure que l'intégrale

+oo
généralisée / e " In(1 + e ") dt est convergente.
0

Remarques :

e On aurait pu utiliser également le critére d’équivalence en justifiant que
1 e 1

T
) o~ e 2 et 2t = - — — =
/) (t—+o0) ¢ et aue /0 ¢ 2 2 (z—+o0) 2

e Le critére de comparaison aurait pu aussi étre appliqué en justifiant d’abord
quevVte R e " In(l+e ) <e ' In2.

. Soit z € R*. On effectue le changement de variable v = e dans l'intégrale

/ e In(1+e ") dt.
0
u=e = du=—etdt

La fonction ¢t — e~* étant de classe C* sur R, on obtient :

—x

T e 1
/ e "In(l+e b)dt = / —In(l4u)du= / In(1 4 u)du
0 e

—0 P

1

. On vient de voir que Vz € RT, / e 'In(l+e f)dt = / In(1 4 w)du
0 e

—x

En faisant tendre x vers +oo dans cette égalité et en utilisant le fait que
x

e ¥ — 0, on obtient :
(x—+00)

“+o0 1
/ e 'In(l+e b)dt = / In(1+wu)du=2In2—-1 d’aprés la question 1.
0 0
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Exercice 2

1. [3 points] Soit n un entier naturel.

—+o00
Justifier la convergence de l'intégrale généralisée / 1+
0

2. On pose pour tout entier naturel n :

+o0 1 +oo
I, = a4t et J,= ST
/0 (1+2)(1+ ) ¢ /0 1+ )1+

On admet la convergence de l’intégrale I,,.

(a) [2 points] Calculer I,, + J,

tn
)(1+

tn

.

")

(b) [3 points] Soit # un nombre réel strictement positif. Effectuer le change-

1
ment de variable u = n dans 'intégrale /

3. |2 points] En déduire les valeurs de I,, et de J,.

¥ 1
17z (1+82)(1+7)

dt.

1. Soit n un entier naturel. m

La fonction rationnelle f,, : ¢ (EEED)

—

lintervalle fermé [0, +ool.

e Premiére méthode.
1

t>0=t">0=14+t">t">0=
Cette derniére inégalité étant encore vraie pour t = 0.
t’ﬂ

On en déduit que Vt € R*, 0<

— <=
L4tn = ¢n

t’ﬂ

1

o)+ S1

T
1 x
Or pour tout réel positif dt = | arctant|. = arctanz
P positif z, /0 TTed=l Jo

+ 2

+oo
Donc l'intégrale généralisée / 7 dt est convergente.
0

“+oo
Ainsi, d’aprés le critére de comparaison
) p p ) /0 1+

tTL

D)

e Deuxiéme méthode. Dans le cas ou n =0, fy(t) =

1

2(1+ %)

14¢tm

est continue et positive sur

<1

T
Hi
(z—+00) 2

dt converge.

et

xT 1 +oo
/ fo(t)dt = 3 arctan x ( _:) : % donc / fo(t) dt converge.
0 @00 0
tn t" 1
S 1. Al —_— ~ - —
upposons n = ors (1 n t2)<1 n t") (trto0) PRV
+o0

Or l'intégrale de Riemann -5 dt est convergente car a =2, o > 1.

1
Donc, d’aprés le critére d’équivalence, 'intégrale généralisée

+o00o Tk +oo tn

————————dt converge. Enfin ——————dt est de

/1 (1+2)(1+ ) & /0 1+ )1+ )
+oo tn
meéme nature que ——dt.
d /1 11 2)(1+ )
On aurait pu également apphquer le critére de Riemann en montrant que
pour n € IN*, 32 f.(t ) — — 0
\f (t—+00)

“+o0 1 “+oo tn
I, +J, = —dtJr/ ——dt
/0 (I+2)(1+1t™) 0 (T+2)(1+1tm)

> dt par linéarité de l'intégrale

B +oo 1 tn
_/0 <(1+t2)(1+t”) AR

+oo 1 tn +oo 1
= “/r 4444444:t44444447(1t - U/P dt
o (A4 +1t) o 1+t 2

d’aprés la question précédente.

1
Soit « > 0. On effectue le changement de variable v = n dans l'intégrale

|
1z (L4 2)(1+7)

1 1 1
u=-=—=t=—=dt =——du
t u u?
. 1, 1 . .
La fonction t — n étant de classe C* sur R™, on obtient :

1/1 1 1
a | (&) (L) ()

n

v 1
/1/1 (T+2)(1+¢tm)

u

1/z 1 1/
**/m @+ (1+L) d“:*/w (L +u?)um (1+ 55)

un

du

1/1 un xT un
= —_— d = T A . d
/x A+a?) (@ +1) " /W T+ )T +um)
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. . 1
3. On vient de voir que et de J,, et le fait que — — 0, on obtient :
T (z—+00)
xT 1 x tn —+o00 1 —+o00 tn
V;z:G]R**,/ —dt:/ ———dt / —dt:/ — ¢
/e (L+82)(1+1t7) 1/ (L+82)(1+1t7) o (1431 +1t) o (T+3)(1+1")

c’est-a-dire I, = J,

0 il Iy +J, ==, Finalement |I, = J, =
En faisant tendre x vers +oo dans cette égalité et en utilisant 'existence de I, I rappelle que L + N 1halemen nTn Ty




