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ChO : logique et raisonnements

Logique et raisonnements

1 Pour s’entrainer

Etant données P, @ et R trois assertions, vérifier en dressant les

tables de vérité que

[Pet (@ ouR)] estsynonymede [(P et@®)ou(P etR)]

B (un)nen désigne une suite de nombres réels.

tique.
1. (up)new est bornée.
2. (up)nelN est convergente, de limite zéro.
3. (un)nelN est strictement décroissante.
(@) IkeR*;VneN, |u,l<k
b) VreN, uyi1<u,
() Ve>0,ANgeN; Vrne N, (n=Nyo = |lu,l <¢)
d VaeN,IMeR";-M<u,<M

Phrase n° 1. 2. 3.
Traduction

a Soit E ={1,2,3,4,5}. Lassertion est-elle vraie ou fausse ? Justifier.

1. VxeE,JyeE;x<y 3. VxeE,JyeE;x<y

2. dyeE;VxeE,x<y 4. VyeE, VxeE, x<y

n Soit f une fonction de R dans R. Traduire en termes de quantifica-

teurs les expressions suivantes :

[y

ov

6. f s’annule une seule fois,

. f est bornée,

f est négative, 7. f est croissante sur R,

f est impaire, 8. f atteint toutes les valeurs
. f n’est pas une fonction de IN,

constante, 9. f présente un minimum ab-

[ est majorée, solu sur R, atteint en un

unique réel x,

10. f est périodique.

B Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs réelles.
Associer a chaque phrase de la premiére liste, sa traduction mathéma- Exprimer par une phrase en francais chacune des assertions suivantes

1.
2.
3.
4.

dceR;Vxel, f(x)=c

Vael,Vbel, (a<b= f(a)>f(b))
Danslecasoul=R : VxeR, f(x+1)=f(x)
Vxel, (f(x)=0=x=0)

n Soit I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction a
valeurs réelles définie sur I. Ecrire la négation de chacune des assertions

suivantes :
1. Vxel, f(x)#0 4. Vxel, (f(x)>0=x<0)
2. VyeR,3Axel;y=f(x)
3. AMeR*";Vxel, |[f(x)IsM 5. x3lxel; f(x)=0

1. Si P et @ sont deux assertions logiques, rappeler la négation
et la contraposée de P = Q.
On se donne deux nombres réels a et b.
On consideére I'implication (%) suivante :

(Elk €Z;a= b+2kn) — sin(a) = sin(b)
Cette implication (%) est-elle vraie ? Ecrire la contraposée de
I'implication (x). Ecrire la négation de I'implication (x).

Ecrire la réciproque de limplication ().
Cette réciproque est-elle vraie ? Pourquoi ?
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B Pour chacune des assertions suivantes, donner sa négation et dire 2. Sachant que V2 est irrationnel, montrer qu’il n’existe aucun tri-
ensuite, en justifiant la réponse, si elle est vraie ou fausse. angle rectangle isocele dont les cotes ont des longueurs entieres.
e P :3xeR;x%+x+1<0
o Py :VxEIR,x2>x
e P3 :VxeR, (x+12=x3+3x2+3x+1
e« Py :VxeRY, IyeR;x=y>

1
e Ps :Ve>0,AINeIN;VneIN*, n>N=—<£)
n

université de technologie
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Raisonnement par analyse/synthése .
On cherche a déterminer toutes les fonctions f définies sur R a
valeurs dans R telles que

VxeR,VyeR, f@fy)-flxy)=x+y

1. On suppose qu’une telle fonction f existe. Prouver que f(0) = 1.

\—>

n Disjonction des cas. Montrer que, pour tout réel x, 2. En déduire 'expression de f(x).

) 3. Conclure.
x| <x”+x+1

Récurrence a compléter. On se propose de démontrer par récur- Raisonnement par récurrence. Montrer que pour tout n € IN*,

rence, que pour tout entier n supérieur ou égal a 2, ao?ia? n— 1)2 a2 n(n+1)2n+1)
n!=2x3"2 6

o Pour tout entier & = 2, notons Z(k) I'inégalité :«......... »
Vérifions 22(2) : ... 3 TP avec Python
Soit k£ € IN, k£ = 2. Supposons Z2(k) vraie. Démontrons alors, sous

cette hypothése, que Z(k + 1) est vraie. On part de I’hypothése Exécuter les deux programmes suivants. Pourquoi donnent-ils des
de récurrence, ... résultats différents ?

e L inci 8 1
e principe de récurrence permet de conclure que n,s = 1,0 n,s = 1,0
while s<10 : while s<10 :
S = s+n n = n+l
2 Pour approfondir n = n+l s = stn
print("n=",n," et s=",s) print("n=",n," et s=",s)

Disjonction des cas. n désigne un entier naturel.

MT1S/T - Automne 2023
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Démontrer, par disjonction des cas, que n® —n est divisible par 3. 4 Pour travailler seul
On discutera en distinguant les restes de la division euclidienne de n
par 3. Soient les quatre assertions suivantes :
(P1) 3xeR,VyeR, x+y>0 - (Po)VxeR,IyeR; x+y>0

Raisonnements par contraposée et par 'absurde .
(P3)VxeR,VyeR, x+y>0 - (PyIxeR;VyeR, y®>>x.

1. Démontrer que si x est un nombre irrationnel positif, . . .
4 P ’ Les assertions P; sont-elles vraies ou fausses ? Donner leur négation.

alors v/x est aussi un nombre irrationnel.
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Chl : calculs dans R

Calculs dans R

1 Pour s’entrainer

Soit n € IN*. Simplifier I’écriture de chacun des nombres suivants :

4n_2n

)

X
Encadrer x+y,x—y,xyet —
y

sachantque 1sx<3et —4<y<-2.

Soient a, b et ¢ des nombres réels positifs.
Démontrer les inégalités suivantes :

() a;b >Vab.

2ab
a+

En déduire que (a + b)(b +c)(a +c¢)=8abc.

(i1)

< Vab en supposant que a > 0.

1
(1i1) si a> Oalors a+—=2.
a

1
@(v) si 0<a<1 alors a(l-a)< T

(v) sia>0etsi 5>0 alors Va+b<va+Vb
(vi) * a?+b%+c®>=ab+ac+be.

m Résoudre dans R I'inéquation (E) :
en complétant le tableau ci-dessous.

x | —oo 1/2
[1-2x|=...
lx+3|=...

[1-2x]—|x+3|<6

+00

F) = ...

Résoudre dans R les équations suivantes :
(E1):36x*—13x*+1=0  (Eg):|x+3|=2|x-5|
(E3): 12x—1|+|x+4|=7 (Eg):x-3Vx+2=0
(E5): [x—8vx+11|=4 (Eg): V2x+T7=14-x

@ Résoudre dans R les inéquations suivantes :

(a) X > 1 (e) x+1<Vx+2
x—4 x+5 1
(b) x° +5x < 6x2 ® |x+2|2_1—x
(0 5—x|>1 T

(d) |1-22%|>3 (®) (5-lx])(5-x)15—2x|>0

Déterminer les longueurs des cotés d’un triangle rectangle dont
Paire est de 60 cm? et le périmetre de 40 cm.

m Soit x un nombre réel supérieur ou égal a 1. Simplifier I'expression

\/x+2\/m+\/x—2\/m

m Disjonction des cas. Soit x un nombre réel.
En discutant suivant la parité de I’entier |x] , montrer que

(25

m Démontrer que, pour tous réels x et y,

lx+yl —lx] — Lyl est soit égal a 0, soit égal a 1.
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Résoudre dans [0, 27[ les inéquations trigonométriques :

cosx=0 ; 2cosx=V3 ; 2sin®x>1

Zx

s1n§cos§s 2sin?x-5sinx+2>0 ; 14+cosx=2sin

Z >

T T X
— = — — —, calculer les valeurs exactes de

E t =
m n remarquant que o = o -,

—>

)\

\

4 b/ 4 b4 15,4
smﬁ,cos—,tan— et tan—

1028 (p4q
@ Onpose y= ). ln(L).
k=1 k

Simplifier y et calculer sa partie entiéere.

. E Soit n un entier naturel non nul. Expliciter les expressions sui-
vantes sans utiliser les symboles Z et H :

n-1

n .
6) ij ou x€R.

k=0 J=1
3 n
m On se donne un nombre r;el atelque n<a<3rm. 2) ¥ 4k 5n—k n 1
1. Donner le signe de cos(—) k=0 7 H (1 N ﬁ) ou n=>2
2 n 9t k=2
2. Exprimer cos (%) en fonction de cosa . 3) & 32i-1 on
n 9 8 ) V3t
4) Z (k — _k) k=n
m Résoudre dans R chacune des équations suivantes, et placer sur le k=1 5 )
cercle trigonométrique les points associés aux solutions. 5) ﬁ 1+ l) 9) Zn: Ik —nl
9 i k=1 k k=0
(a) 1+2cos(2x)=0 (g) 2(cos®x—sin®x)=Vv2
(b) sin(2x) = cosx (h) 1+sinx—2sin®x=0
(c) tanx = V3 ) 4 4 1 m Montrer, sans raisonner par récurrence, que pour tout entier
= (i) cosx—sin“x=— naturel
p (d) tan(5x)=tanx 2 ararelm, n 2n+1)!
% (e) 4sinxcosx=1 §) 2cos’x+3cosx+1=0 H(2k+1)=W
k=0 :
5 () cos(3x)+sinx =0 (k) * V3 cosx—sinx = V2
3
2 ,
o Soit n un entier supérieur a 2 et x un nombre réel. Ecrire les m Sommes télescopiques 1. Que peut-on dire de ~ — ot de
g sommes ou produits suivants avec le symbole Z ou le symbole H : kE k+1
; ?
E A, = 25+ 44544 BEED) lorsque k& est un entier naturel non nul ?
£ — .. _ G 1
= By, 21X 4% 6? X (21n 2)x(2n) 1 Calculer alors Z Bhil)
e ol &
2 2 2 2 n
D,(x) = 1 N x N ﬁ N f N ﬁ 2. Par une méthode analogue, simplifier la somme : };kk! .
2 3 4 5 40 -
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Chl : calculs dans R

m Soit 7 un entier naturel non nul.

1. Pour % entier, développer la différence : (k+ 1)3 — k3.
2. En déduire (sans raisonner par récurrence) la somme :

> k%
k=1

3. Calculer : 1x2+2x3+3x4+---+nx(n+1).

1. Soient a et b deux réels. En appliquant la formule du binéme,

développer (a—b)'? .

2. Déterminer le coefficient de x> dans le développement de 'expres-

sion (2 - g)lz

m Soit n € IN*. Calculer les sommes suivantes avec la formule du

binéme :
2 -1 (n
n (n n L(n n o:(2n n (k)
; (-1) ; 3¥ 0 -
B Bl E2() Es

2 Pour approfondir

E On pose a = €/7+5\/§+ </7—5\/§.

Calculer a® en fonction de a. En déduire que a est un nombre entier.

m Par analyse/synthése .
En posant & = | x|, résoudre dans R I’équation :

126 —1] =[x+ 1]

* Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

%(_1)k+1 i 1
= kB Aintk

Soit f : R — R la fonction périodique, de période 2 telle que pour
toutréel xe]—-1,11, f(x)=|x|.
1. Représenter graphiquement la fonction f.

2. % Soit x un réel quelconque. Exprimer f(x) en fonction de x avec
le symbole de la partie entiére |.]

3. Faire tracer la représentation graphique de f par la calculatrice.

m On considere 3 carrés disposés comme l'indique la figure ci-dessous.
Calculer cos(a + ). Que vaut la somme des angles a et § ?

D C F H
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Soient n un entier naturel non nul et x un réel différent de 1. m Donner la 149-eme décimale du nombre 7 en utilisant pi.evalf(...).

n
Développer puis simplifier 'expression (1 —x) Z kot L,
k=1

n
En déduire kak_l. m On utilisera : Symbol, abs, plot, solveset(...,Reals)
k=1

“ Résoudre graphiquement I'inéquation : 2|x+1|—-15x—-2| < 1.
Demander la résolution exacte de cette inéquation
—— Soit n e IN*.

n n—-1
1. Montrer que V&€ [1,n], k(k) _n(k—l)

université de technologie
Belfort-Montbéliard

n 4 Pour travailler seul
Simplifier la somme Z k ( )
im0 \k Résoudre dans R, |2-x|+|x+5/=7 et [2c—1|—2/dx+2|+|x+3[=2.
2. On pose pour tout réel x, f,(x)=(1+x)"
En calculant de deux fagons différentes f,’L(x), simplifier la somme

n
Z k (n) ok On se propose dans cet exercice, de résoudre I'équation (E) : x%=38x+1
k
k=1

1. Avec une calculatrice, faire tracer la courbe représentative de la fonction
f :x— x> ainsi que la droite d’équation y = 3x+1. Conjecturer le nombre

4 km I kr . ’s .
Pour tout n € IN*, on pose C, = Y cos” (2—) et S, = sin® (2—) de solutions de I'équation (E).
k=0 n k=0 n 2. On admet que I’équation (E) a trois solutions que 'on notera a, b et ¢
1. Calculer C,, +8S, aveca<b<c.
2. En effectuant le changement d’indice j = n — &k, prouver que A Taide d’une calculatrice, proposer des valeurs approchées a 1072 prés
C,=S, En déduire la valeur de C, dea,betc.

3. (a) Exprimer sin(3t) en fonction de sin¢ pour un réel ¢ quelconque.
(b) Prouver que si a est un réel appartenant a [—2;2]
T
alors il existe un réel ¢ appartenant a [—5 ; 5] tel que a =2 sint.
3 TP avec Sympy (c) En déduire que si a est une solution de (E) alors il existe un réel
te [_EE] tel que @ =2sint
2°2] I 1425in(3H=0

On utilisera : sqrt, Rational, N, ==
4. Déterminer les valeurs exactes des trois solutions a, b et ¢ de (E).

MT1S/T - Automne 2023
hitp ://andre.turbergue.free.fr

ol

1
1. Définir la variable a égalea  (20+14v2)° +(20-14v2)

2. Evaluer numériquement a. A quel entier a semble-t-il étre égal ?

3. Tester cette hypothése a 'aide du comparateur ==
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MT1 Ch2 : les nombres complexes

Nombres Complexes Soit 0 € R. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos50 et

sin50 en fonction de cos et sinf.

1 Pour s’entrainer
@ Pour quelles valeurs de n € IN, le nombre complexe (1—iv/3)"

@ Ecrire sous forme algébrique : appartient-ila R~ ?
3+6i 2+5i 2-5i
P (1-20)1+i); ooy A+iVE? TS
3-4i 1-1 1+:

m Formules d’Euler. Soit 8 un nombre réel tel que - <6 <.

. = 16
BB Résoudre dans C les équations suivantes : Onpose : z=1+e
1. En mettant e'®

argument de z.

(@2 +1-i=iz+2 ()z-2242i=0 ()22-5z+7=0 en facteur dans z, déterminer le module et un

2. En déduire le module et un argument de Z =
5 —

E On pose z:—\/2+\/§+i\/2—\/§.

L. g .
1. Ecrire 2% sous forme algébrique. (U Formules d’Euler. Soit 6 un réel tel que —n <6 < 7.

, . . 2 z
2. En déduire la forme exponentielle de z*. Ecrire sous forme algébrique le complexe :
3. Déterminer le module et un argument de z. el _1
elf +1

. . . . 16/2
. !
E Soient z et 2z’ deux nombres complexes tels que |z| = |2'| =1 et On factorisera numérateur et dénominateur par e

z+2
1+z2'°

22/ #-1. Onpose Z =
@ Soit x € R, linéariser les expressions suivantes :
Démontrer que Z est un nombre réel.

1. sin(x) cos(x) 4. cos(2x)sin®x
2. cos?x.sin’x 5. cos®x+2cos®x
m On note U I'ensemble des complexes de module 1. Déterminer et 3. sin(3x) cos(2x) 6. sinZ(3x) + cos(2x)
représenter 'ensemble des points M du plan complexe dont l'affixe z
vérifie : leu ] ) ]
z—-1 Résoudre dans C les équations suivantes d'inconnue z :
1 2 — . 6_ .3 — . 2 : ; — .
Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z telle que 1+ — soit 2i-2z+1=0 ; 2"-2"+1=0 ; 2"-(1+2)z+i-1=0 ;
z
un imaginaire pur. 22-V3Bz-i=0; 22— (3+4i)z—1+5i=0;22*-(2+i)22+1-i=0
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Ch2 :

les nombres complexes

m Déterminer tous les nombres complexes a et b tels que

a+b = 1
ab = 1+3;

m Déterminer tous les complexes z vérifiant :

(a) |Z|=|Z—2|=’g‘ (b) arg(z+1)=arg(z—1)
z

m Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormal direct

(0;u,v).

Pour tout nombre complexe z, on note M, N et P les points d’affixes
respectives z, z2 et z3. Déterminer ensemble des points M tels que :

1. les points M, N et P soient alignés;
2. les points M, N et P forment un triangle équilatéral.

(Yl Soit m un entier naturel non nul.
1. En utilisant la formule du bindme, développer (1 +i)*™

2. Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe (1 + )%™

S .. m 2m
3. En déduire la forme explicite de Z (-1)?
p=0 2p

@ Soient x un nombre réel et n un entier naturel non nul.

1. Développer (1 +e'* )n en appliquant la formule du binéme.

2. Montrer que 1+e'*= 2cos(;)eix/2.

n
3. En déduire la somme : Z (Z) sin(kx).
k=0

m Déterminer les racines

1. carrées de 1—iV/3,
2. carrées de 11+4iV3,

3. carrées de 63 + 161,

4. cubiques de 271,
5. sixiémes de —8,

6. cubiques de 1+1.

L
Soit n un entier naturel supérieur & 2. On pose z=¢'".

. 0\ .
1. Vérifier que pour tout réel 0, 1-e'? =—2;sin (5) el

-1

2. Calculerla somme : 1+z+22+---+2"

n—1
3. En déduire Z sin(k—”)
-1 n

1l (k
lim — Z sin(—”) .
n—+oo n =1 n

4. Déterminer

Résoudre dans C les équations suivantes :

(@) 2%z =1 b) 22=23

Résoudre dans C I'équation :
6 3 N
z2°—(1+20)z°+3(1+i)=0

Soit n un entier naturel supérieur a 2.

1. Calculer la somme et le produit des n racines n-iémes de I'unité.

2. En déduire

n_l 2k k
Zcos( ﬂ) puis Zsm ( n)
n

1. Soit 6 un nombre réel tel que 0 < < . Vérifier que
i20 1

2 sin0

e
ei20 _1 -

el(e_g)
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2. Soit n un entier supérieur a 2. Résoudre dans C I’équation d’in- 2. Soit H le point d’affixe a + b + c.
connuez : z'=(z-1" Montrer que H est le point d’intersection des trois hauteurs de
ABC.

©
o
o
o
c?®
L m©
=
=g
g
T C

o
£s
v e
g
>~2
c o
S

. . . . . - édui ! i H?
Soit n € IN, n = 2 et w une racine n-iéme de I'unité, w # 1. On pose 3. Que peut-on en déduire concernant les points O, G et

\ n
_ k-1
‘ §= kZ::lk @ Encore de la géométrie .
— ) . Dans le plan orienté, OAB est un triangle direct quelconque. Soit 1
En calculant (1-w)S, déterminer la valeur de S. le milieu de [AB]. On construit les triangles AOC et OBE rectangles,

directs et isoceéles de sommet principal O.

1. Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe
i—V3
a= .
i+V3

2. Résoudre dans C I'équation d’inconnue z : exp(z)=a

Résoudre les équations suivantes :

(i) e =-1 (v) ¥ =1-iV3

(i) €* =21

(iii) e* = V3+3i i +ef = 2
Q. (iv) ¢ —2e7+2=0 v et = 4
8 g’i Démontrer, en utilisant les complexes, que la médiane (OI) du tri-
o f;. angle OAB est hauteur du triangle ECO et que CE =201
: 3 L3
£ D 2 Pour approfondir
g £
- 3 T On consideére trois nombres réels a, b et ¢ tels que
< 5 (- La droite d’Euler .
. -‘cc'; On consideére un triangle non aplati ABC et on note O le centre du cosa+cosb+cosc=0 et sinag+sind-+sine=0
& ks cercle circonscrit a ABC. b , - )
o :_ On se place dans un repére orthonormal d’origine O, dans lequel on 1. Que valent les sommes e'“ +e'” +e' et e “+e "+e " ?
= £ désigne par a, b et c les affixes respectives des points A, B et C. 2. Développer (eia +eib +ei")2 et eil@tb+o) (e—ia Lo ib +e—ic) ‘

1 P
1. Soit G le point d’affixe g(a +b+c). 3. En déduire que
llzlglécrer que G est le point d’'intersection des trois médianes de c0s2a + cos2b + cos2¢ = 0 et sin2a + sin2b + sin2¢ = 0
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MT1 Ch2 : les nombres complexes

1. (a) Résoudre dans C I'équation Z*—1=0. 4 Pour travailler seul

(b) En déduire les solutions complexes de I’équation 143
m 1. (a) Calculer les racines carrées de o

Z3+7Z%+Z+1=0

1+1:
(b) Mettre sous forme exponentielle.

(¢) Résoudre dans C I'équation d’inconnue z : V2
(c) En déduire les valeurs de cos(n/8) et sin(n/8).
3z+i)\3 (3z+i)\2 (3z+i 2. Calculer les valeurs de cos(7/12) et sin(7/12).
+ +1=0
(z—i) (z—i) (z—i)
On donnera les solutions sous forme algébrique. m On désigne par 6 un nombre réel tel que —7 <6 <7 . On pose u = 1+¢'?
2. (a) Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct 1. Ecrire 1+e'? sous forme exponentielle.
(O w, 6’) 2. Montrer que u est solution dans C de I'’équation d’inconnue z :
Placer les points A et B d’affixes respectives : 22 —(2+2c0s0)z +(2+2cos0) = 0
2 1. 2 1. En déduire la seconde solution de cette équation.
a=——-—-i et b=-——-—i
5 5 5 5
(b) Calculer I'affixe du centre du cercle circonscrit au triangle E On considére le nombre complexe u = cos ( 2n ) +i sin(2—”)
OAB.
On pose S=u+u’®+u* et T=u?+ud+u®
1. (a) Simplifier &’
(b) Calculer la somme 1+u+u?+---+ub

3 TP avec Sympy

(c) Calculer le produit wu?u?...u®

2. (a) Montrer que S et T sont deux nombres complexes conjugués.
(b) Donner la valeur de S + T et calculer S x T'.
(c) Démontrer que la partie imaginaire de S est positive.

@ On utilisera : def...return, I, conjugate, expand_complex,
im

On considére I'application f définie sur C\ R par (d) En déduire les valeurs exactes de S et T.
3. (a) Calculer la somme
2224
f(2)= — . [2n . (4r . (8%
22—z sin 7 +sin|— | +s1n 7
1. Définir f. Faire calculer f (7). 9 4
) ) (b) Développer le polynéme P(z) =(1-2)(1-2z")(1-2%)
2. (@ S/01ent x et y des nombres réels. En déduire la valeur exacte de P(u).
Ecrire f(x +iy) sous forme algébrique. (c) En calculant de deux fagons différentes le module de P(u), déter-
(b) En déduire, dans le plan complexe, 'ensemble des points M miner la valeur exacte du produit :
d’affixe z pour lesquels f(z) est un nombre réel. _ (27[) _ (47:) ) (gn)
S| — | X sIn 7 Xsm|—
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Ensembles et applications

1 Pour s’entrainer

université de technologie
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m Soient E un ensemble non vide et @ un élément de E. Peut-on écrire

\

1) ackE Q2)acE 3) {a}cE (4) {a} e P(E)

\

G)pcE (6)pcE (D{BlcE (8) {plcP(E) ?

On pose I ={teR | t* <11}. Déterminer INZ.

On consideére les parties de R suivantes :

I=1-5,1 et K={nelN|n’-n<7}

Expliciter InK,IUK,I\K et UK.

m On considere trois parties A, B et C d'un méme ensemble E, repré-
sentées ci-dessous.

‘f,
N =
8 2 1. Exprimer 'ensemble représenté par la partie grisée en fonction de
) S A, A, B, B, C, C et des symboles N, U.

c 3 —

£ 2 2. Hachurer sur la figure la partie AnBnC.
o 3
— T

3 2
< ¢ A B

' T
[ - [
a3
E 2
= E

c

m Etant données A et B deux parties d’'un ensemble E, démontrer
Iéquivalence suivante :

A=B < AnB=AuUB

On considere les quatre parties de IN suivantes :

A={nelN | 3kelN;n=3k)} B={nelN | (@kelN;n=12k)}

C={nelN | (3kelN;n=15k)} D={nelN | n<100}

. Définir chaque ensemble précédent a ’'aide d’'une phrase en fran-
cais.
2. Donner la liste des éléments de BN D.

3. Déterminer AuBUC.

-~

Déterminer A N B N C et donner la liste des éléments de DNnBnC

m Un sondage effectué aupres de 150 personnes a donné les résultats
suivants :
A la question «consommez-vous réguliérement de I'alcool ?», 30 per-
sonnes répondent oui.
A la question «étes-vous fumeur ?», 40 personnes répondent oui.
A la question «étes-vous un fumeur qui consomme réguliérement de
I’alcool ?», 10 personnes répondent oui.
Combien de personnes ne sont pas fumeurs et ne consomment pas régu-
lierement de I’alcool ?

m Soient E un ensemble et f une application de 2(F) a valeurs dans

R telle que pour toutes parties disjointes X et Y de E,
(%) fXUY)=fX)+f()

1. Calculer f(®).
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MT1 Ch3 : ensembles et applications

2. Montrer que si A et D sont deux parties de E telles que D c A, Dire si les applications suivantes sont bijectives. Le cas échéant,
alors f(A\D)=f(A)-f(D). déterminer la bijection réciproque.

3. Soient A et B deux parties quelconques de E. En écrivant A UB
comme la réunion de deux parties disjointes de E, déduire de
I’égalité (%) et de la question précédente que :

f: R — R? g: ¢ — C
(x,y) — QCx-y,x+y) z — V2Z+4iz

9p: PAN) — P(N)

f(AuB)=f(A)+f(B)-f(AnB) ol1 A est une partie non vide de IN

X — AuX
m On considere les fonctions f: R — R Pour l'application g, on pourra simplifier (g o g)(z).
x — xZ
et g: R — R m On consideére 'application f: [2,4c0] — [2,+oo[
x — |x] x — Vax2-4x+8

les i I'i lle [ . . ..
Donner les images par f et par g de Intervalle [=3, 5] Montrer que [ est bijective de [2, +oo[ sur [2, +oo[ et expliciter sa

réciproque [ -1

@ On pose E =C\ {1} et on considere I'application m Le principe multiplicatif. En France, chaque véhicule posséde un
z o numéro d'immatriculation. Ce numéro est composé de sept caracteres
[ - 9 alphanumériques : deux lettres, un tiret, trois chiffres, un tiret et deux

z — m lettres (exemple : AA-249-AA). On exclut les lettres interdites I, O et U
z (du fait de leur trop proche ressemblance avec le 1, le 0 et le V) ainsi que
1. Montrer que f(E)=C"*. On ne demande pas de calculer explicite- les séries SS et WW du bloc de gauche et 1a série SS du bloc de droite.

ment un antécédent de k € C* par f La série de chiffres 000 est également interdite.
2. On considére I'ensemble A ={z€ C | Re(z) =1}. 1. Quel est le nombre total d'immatriculations possibles ?
Déterminer I'image directe de A\ {1} par l'application /. 2. Combien y a-t-il de plaques d'immatriculation ne comportant au-

cune lettre et aucun chiffre dupliqué
(comme par exemple AB-123-CD) ?

m Les applications suivantes sont-elles bijectives ? Justifier.

1. f: R — R 4. ¢: RZ — R? Dénombrements élémentaires .
t — V& ®y) — (+y,xy) 1. De combien de facons différentes peut-on régler une somme de
2. g: 2 — 7 5. yv: C — C 100€ en payant avec des billets de 10€, 20€ et 50€ ?
3
n — n+l =2z 2. Combien existe-t-il de nombres entiers naturels de 4 chiffres ou le
3. h: RZ — R?2 6. exp: C — C* chiffre 9 figure une fois et une seule ?
(x,y) — (@x+y,x-y) z — €°
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3. On dispose de onze jetons numérotés de 1 a 11 et on en extrait . Quel est le nombre de sous-ensembles de F' ?
simultanément trois pour former un «paquet». Combien de «pa-

1
2. Quel est le nombre d’applications de E dans F' ?
quets» contenant au moins un jeton ayant un numéro impair 3
4

; i £ 0 . Quel est le nombre de bijections de E sur E ?
peut-on ainsi former ?

université de technologie
Belfort-Montbéliard

. . . ) ) . Quel est le nombre d’applications strictement croissantes de E
4. Un damier carré comporte 16 cases. On dispose de 4 jetons iden- dans F 2

tiques que l'on place chacun sur une case du damier.

\

(a) De combien de maniéres différentes peut-on placer les 4

jetons sur les 16 cases ? Le jeu du poker. Le poker peut se jouer avec un jeu de 32 cartes et
chaque joueur recoit une «main» de 5 cartes.
Combien existe-t-il de mains différentes contenant :

\

(b) De combien de manieres peut-on placer les 4 jetons sachant
qu’il doit y avoir un jeton et un seul sur chaque ligne et
chaque colonne ? 1. le carré d’as (c’est-a-dire les 4 as) ?

2. au moins un roi ?

3. x deux paires ?

Soit n un entier supérieur a 3. On place n points sur un méme
cercle. Il définissent un polygone convexe de n cotés.

5. Quel est le nombre d’anagrammes (ayant un sens ou non) du mot Quel est le nombre de c6tés de ce polygone ?
PERFIDE ? quel est le nombre de ses diagonales ?

6. En utilisant uniquement les lettres du mot MATHILDE, combien
peut-on former de «mots» de cinq lettres (ayant un sens ou non)

comportant 2 voyelles et 3 consonnes ? par exemple LATHI 2 Pour approfondir
R & 7. % On doit ranger 6 chemises identiques dans 4 tiroirs distincts.
8 g Quel est le nombre de rangements différents ? Soit f : E — F une application. Soient A et B deux parties de
o E. Démontrer que :
£ 8
@ =
..g -g On dispose de 10 billes : 5 rouges, 2 blanches et 3 vertes, que I'on L fAUB)=fAUfB) 2. fAnBefA)Nf(B)
< T veut placer sur une méme rangée. On suppose qu’il est impossible de
! g discerner les billes d'une méme couleur. (2")
= 5 . 100 On pose pour tout entier naturel n, u, = —
) 3 1. De combien de fagons peut-on les ranger ? pose p ’ nTo4n
E "‘.E_Q 2. De combien de facons peut-on les ranger si 'on impose que les 1. Calculer ug, uj et ug .
billes rouges soient toutes cote a cote ? 2. Soit n € IN. En utilisant ’écriture en factorielles des coefficients

binomiaux, prouver que

_2n+1
i0¥] On pose E ={1,2,3} et F={1,2,3,4,5} Un+1 = 5 g Un
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3. x Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul,

1
4n

1
2n+1

2
<uj <

4. En déduire un encadrement de vnu, par deux constantes réelles
indépendantes de n.

Soit n un entier naturel non nul.

n n—-1
1. Vérifi v 1 =
Vérifier que VEke€ | ,n]],k(k) n(k—l)

2. % Soit E un ensemble fini cardinal n. Calculer Z Card(X)

XePE)

4

Soit E un ensemble fini de cardinal n (n € IN*).

1. Déterminer le nombre de couples (A, B) de parties de E vérifiant
BcA.
Indication : discuter suivant le nombre d’éléments de A, et déter-
miner le nombre de parties B possibles dans chaque cas ou A est
fixé.

H est 'ensemble des couples d’entiers (i, j) tels que {

On utilisera : def...return, Complement, Union, Intersection,
set, divisors, EmptySet, while, prevprime, len.

1. Construire une fonction f qui, a tout couple d’ensembles (A, B)
associe leur différence symétrique AAB =(AUB)\(AnB).
Montrer que AAB=(AnB)u(BnA).

2. Donner ’ensemble E des diviseurs positifs de 2023.

3. Créer I'ensemble F' des nombres premiers qui sont inférieurs a

2022 et donner le cardinal de F'.

4. En déduire E NF et le cardinal de EAF.

Pour travailler seul

Ecrire en extension chacun des ensembles suivants :

E={nelN|n?=5} F={xeR|+*=5} G={xeR|x®>=1+x}

1<i<6
1<j<6
i1+7=10

2. Par un rasionnnement analogue, déterminer le nombre de couples QCM. Pour chacune des quatre questions suivantes, une seule des 4

(A,B) de parties de E vérifiant AnB = @.

3 TP avec Sympy

&) On utilisera : divisors, set, Intersection, gcd.
On pose a = 2460 et b = 3030.

1. Créer I'ensemble &1 des diviseurs positifs de a et I’ensemble P9
des diviseurs positifs de b.

2. En déduire I'ensemble 2 des diviseurs positifs communs a a et b
en utilisant la fonction Intersection.

3. Quel est le plus grand diviseur positif commun aux entiers a et b ?

propositions est exacte.

1. Le nombre d’éléments de 'ensemble (% ({a, b})) est égal a ...
@2 M4 (©38 (d16
2. On lance 3 fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées

de 1 a 6. On note les triplets ainsi obtenus. Combien y a-t-il de triplets
différents ?

(a) 3! (b) 3¢ (c) 6° (d) A}
3. Quel est le coefficient de %87 dans écriture développée de (1 — x)100 2
100 100 o100 _ 100
(a) 87 (b) (87 (c) —87 (d) 13

4. Soit E un ensemble fini de cardinal n o n € IN*. A et B sont deux parties
de E, de cardinaux respectifs p et q tels que 1 < p < ¢ <n. On suppose
que A c B. Quel est le nombre de parties X de E tellesque Ac X cB ?

(a) 29 (b) 27 — 2P (c) 297 ) (Z)
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1 Pour s’entrainer

On considere la suite (u,,),cN définie par :

Suites numériques 2 Onpose VnelN, un=a;

(a) Soit n € IN. Exprimer u,.1 en fonction de u,,.
(b) Déterminer I'expression explicite de u,, en fonction de n.
3. En déduire a, explicitement en fonction de n.
4. Etudier la convergence de la suite (a,),eN
up=-1; wu1=1
1

VnelN, upig=upt1——un
4 On considere la suite (x,),cN définie par :

On définit les suites (a,),ewN et (by)ew par :

1 x0=0 ; x1=1
n =Unsl =5 Un et b,=2"u,
VnelN, xp190=1-2x, +3x,41

Montrer que (a,),cN est une suite géométrique dont on précisera

la raison et le premier terme ao. Exprimer a, en fonction de n. Onpose VnelN, u,=xp+1—2n

Montrer que (b,),cN est une suite arithmétique dont on précisera 1. Calculer x9 et x3.
la raison et le premier terme by. Exprimer b, en fonction de n. 2. (a) Soit n € IN. Exprimer u,; en fonction de u,, .

En déduire 'expression de u,, en fonction de n. (b) Que peut-on dire de la suite (itn)pel ?

Calculer la somme i up En déduire la formule explicite de u, en fonction de n.
k=0

3. Soit n € IN*. En calculant de deux facons différentes la somme

n-1
Z uy, , expliciter x, en fonction de n.
k=0
ap=0 S .
On définit la suite (a,),eN par 1 4. % Proposer un équivalent simple de x,, lorsque n — +oo.
" VnelN, aps1==-1/1+3a2
0 csenté ci-d la fonction f - V1+3x2
Tl & represente ci-aessous 1a fonction J - x 2 ) 116 1. Soient a et b deux constantes réelles. On considere une suite
Sans calcul, placer sur 'axe des abscisses les réels ag, a; et asa. (4n)nen vérifiant pour tout entier naturel n,
Upt+2 =QUp+1+buy
\ On suppose que I'équation d’inconnue x, x? = ax+b admet au

moins une solution c¢. Démontrer que la suite (v,),cN définie par
Up =Up+1—CUy, est géométrique de raison a —c.
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Ch4 : suites numériques

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (F,),cn définie par :

Fo=0; F1=1
VnelN, Fpio=Fy1+F,

(a) Résoudre dans R I'équation x% =x + 1.
On notera @ la solution positive et ¢ la solution négative.

(b) En utilisant 1., exprimer F,, en fonction de n, de ®@ et de ¢.

Fn+1

(c) Déterminer la limite des quotients lorsque n tend vers

n
+00.

On définie la suite (z,)peny € CN par la donnée de son premier
terme zg € C et la relation de récurrence :

1 _
VnelN, Zn+1=2+g(32n—2n)

Expliciter z, en fonction de n puis étudier la convergence de la suite
(2n)nen.

On définit les suites réelles (x,),cN et (Yn)nely par

1
Xn+l = §(xn _yn)

1
Yn+1 = E(xn"'yn)

En introduisant la suite complexe de terme général z, =x, +iy,,
exprimer x, et y, en fonction de n. En déduire la convergence des suites
(Xn)neN et (Yn)new.

Déterminer, dans chacun des cas, la limite de la suite (u,) :

[y

1. Prouver que
2.

® NS g W N

3" nyn+n
= Cor LT
2n -3
= 10. u,=n-1nn
st "
_02n _-3n !
up=2"e 11 up=
un=5n+17—n2 5
up=n+5sinn 12. u,=n’-5"
u _ e In(1+2")
" on+1 13. up,=——""—
Up,=vn+1-vn "
3" 3\"
un =" 14. un:(1+;)

1. Montrer qu’il existe une suite (z,) convergeant vers 1/2 telle

que
vnelN, vVnZ2+n+l=n+u,

. En déduire la convergence et la limite de la suite de terme général

cos (n\/ n2+n+ 1).

o1

On pose pour tout n e N*,  H, =) z
k=1
* 1
. Montrer que Vn e N ,H2n—Hn>§

. En déduire la limite de H,, lorsque n tend vers +oo.

On considere la suite (u,),cN définie par

2
Un

2u, —1

up=3 et VvnelN, u,y1 =

VnelN,u,=1

(a) Soit n € IN. Montrer que 2u, — 1= u,.
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(b) Etudier la monotonie de la suite (u nInelN On définit les suites (u,,),eN+ €t (Un)neN+ par

. Justifier la convergence de la suite (1), cIN. n 1

Up= — et v,=u,+
i=o k!

~

Déterminer sa limite ¢.

université de technologie
Belfort-Montbéliard
w

1. Montrer que u et v convergent vers la méme limite ¢.

2. En déduire un encadrement de ¢ d’amplitude 1072,
On définit la suite (u,),eN par

—>
[y
[\
W

—|

1
up=— et vnelN,u =u,—u’
079 nrl noon La constante d’Euler. On admet que pour tout entier 2 =1,

1. Etudier la monotonie de la suite (). 1 1
] ——<In(k+1)—Ink<—
2. Prouver que la suite (z,) est minorée par 0. k+1 k
3. En déduire que la suite (u,) est convergente et donner sa limite. ) |
1 1 On pose pour tout entier naturel n non nul, H, = Z 7
4. Onpose VReIN*, x=——-— k=1
Urp Up-1 1 1 n-1 1 1
Vérifier que pour tout entier k=1, xp=—"— 1. Montrer que Vn =2, H, =In(n)+ —. Indication : H, = Z —+—
1-up_q n o1k n
. .1 2. Mont Vn=2, H,<1l+In(n).
5. Déterminer nllI_P — Z x; en admettant le lemme de Césaro. ontrerque v " ;;(n)
k=1 3. En déduire un encadrement de —~ puis un équivalent simple de
6. En déduire un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo. Inn
H,, lorsque n tend vers +oo.
4. On pose alors pour tout entier n =1,
. . 2 P . , — 1
Soit (up)neN 1a suite réelle définie par récurrence en posant ug =1 v, =H,-Inn et wy=v,—~
etVnelN,upi1=v1+u,. n
1. Montrer que (u,) est croissante et majorée. (a) Prouver que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.
2. En déduire que (u,) converge et calculer sa limite ®. (b) En déduire qu'’il existe une constante réelle y et une suite

1 *
3. (a) x Montrer que Vne NN, |u,+1— @l < 3 |, —®| (€n)ne- telles que

. 1 H,=lnn+y+e, avec lim £,=0
(b) En déduire que Vne NN, |u, —D| < on lug — | n—+oo

MT1S/T - Automne 2023
hitp ://andre.turbergue.free.fr

(c) A Taide de la calculatrice, proposer un encadrement de Y
d’amplitude inférieure a 2 x 1073,
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LA | 1
Pour tout ne IN*, u,=2vVn-)Y — et Un =Up+——
n ];1 A n n \/ﬁ o

Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
n

1
Donner un équivalent simple de Z —— lorsque n tend vers +oo.
k=1

Classer par ordre croissant pour la relation «est négligeable de-
vant»

@n)! , n" , e , 2n , nln(r) , (nn)? , 2"

Trouver un équivalent simple pour chacune des suites :

11 n
T3 nad *on= 2k
Obn:\/n2+3n—\/ﬁ in 1
ocn:n%—l 'un:Z3_k

k=n

d,=(n+1)"-n"

e wy=In(n+1)-In(n+2)

2 Pour approfondir

130 1. Justifier que Vn =2,

n
n! < Zk! <snm-22n-2N+(n-D'!'+n!
k=1

2. Etudier la convergence de la suite V de terme général
U+ 2!4 381+ +n!

Uy = en utilisant le théoréme des gendarmes.

n!

132

La suite de Sylvester. On considére la suite (1), définie par

= 2 et la relation de récurrence :

VneN, upii=ul-u,+1

1. (a) Montrer que la suite (u,), est croissante.
(b) Démontrer que si (u,), est majorée, alors elle admet pour
limite ¢ = 1.

—_

(n—+00)

(c) En déduire que u, +00.

L |
2. On définit maintenant la suite (S,), par: VneN, S,= Z —
k=0 Uk

1 1 1

(a) Vérifier que, pour tout &£ € N, - = —
1-ups1 1-up up

(b) A l'aide de la question précédente, simplifier lexpression de
Sh.

(c) En déduire que (S,),, converge et donner sa limite.

n
3. (a) Prouver que, pourtout nelN, wu,1=1+ 1_[ up,
k=0
(b) Soient j et n deux entiers tels que 0 < j<n.
* Montrer que u; et u, sont premiers entre eux.

x+y

1. Soient x et y deux réels positifs. Montrer que \/xy <

2. Soient x et y deux réels vérifiant 0 <x < y.
Démontrer les inégalités :

x+y
2

x< <y et XS<VXYy <Yy
3. Soient a( et by deux réels strictement positifs tels que ag < by.
On définit deux suites réelles (a,),cN et (b,)rew de la fagon sui-

vante :

a,+b,

VnelN,
2

An+1=Vanby et bpi1=
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(a) Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier naturel
n, apb<b,.

(b) Montrer que (b,) est une suite décroissante.
(c) Montrer que (a,) est une suite croissante.

(d) En déduire que les suites (a,) et (b,,) sont convergentes, et
qu’elles admettent la méme limite, que 'on notera .

4. Dans cette question uniquement, on suppose que agp =1 et que

\/aobo SéSal-;bl.

En déduire la partie entiére de la limite #.

by =5. Justifier que

5. Ecrire une fonction PYTHON qui prend en entrée les deux réels
strictement positifs a, b ainsi qu'un réel eps>0, et qui retourne
une valeur décimale approchée v de ¢ a eps pres.

133 1. Lemme de Césaro.

Soit (an),eN+ une suite réelle croissante qui converge vers un
réel ¢. Pour tout entier n € IN*, on pose :

53
b,=—) ap
nE=1

On veut prouver que la suite (b,),cN+ converge aussi vers £.
Ce résultat reste vrai méme si la suite (a,) n’est plus supposée
croissante.

(a) Montrer ’égalité suivante :

1

VnelN*, b -b,=——
n > On+1 n n(n+1)

n
(nan+1 -y ak)
k=1

(b) En déduire que la suite (b,),cn+ est croissante.

(¢) Montrer que la suite (b,),cN+ converge vers un réel ¢’ qui

vérifie ¢' < ¢.

b, +an,
2

(e) Déduire des deux questions précédentes que ¢’ = ¢.

(d) Etablir pour tout n € IN* , 'inégalité : bo, =

2. Application du lemme de Césaro.
On définit la suite (u,),eN- par :

1

*
VnelN s Un+l =Un+ —5
n

u1=1 et

(a) Etudier la monotonie de la suite (un)new+ et prouver que

lim u, = +oo.
n—+oo

, . . Un+1
(b) Déterminer lim
n—+oo Yy n

(c) Onpose VneIN*, a, = uiﬂ —ui.
On rappelle que Y (x,y) € R, x® — 33 = (x — »)(&% + xy + y?)

Démontrer que la suite (a,),cw+ converge vers 3.

(d) * En déduire, par application du lemme de Césaro, un équi-
valent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

Les nombres de Catalan. Pour tout entier naturel n, on note c, le
nombre de Catalan d’ordre n, défini par :

1 (zn)
Ccp = .
n+lln

1. (a) Calculer cg, c1 et co.

22n+1
(b) Démontrer que: VrnelN, c¢,+1= gcn.
n+2
(c) En déduire que la suite (¢,),cv est croissante.
2 2
2. Vérifier que VnelN, ¢, = 8 P )
n n+1

En déduire que c, est un entier naturel.

3. On considere les suites réelles (S,,),cN+ et (T ),eN+ définies par :

£ 2
Sn:ZZ—k et Tn:Sn+ﬁ-

page 19

UTBM



utbm

MT1S/T - Automne 2023

université de technologie

Belfort-Montbéliard

e

hitp ://andre.turbergue.free.fr

MT1

Ch4 : suites numériques

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,

1 1 1
ﬁ_ Vntl (n+Dyr+nvn+1

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,

1 2 2
— < - .
m+Dvn+1 Vvn Vn+1
4k

(c) On admet que YEeIN*, cp<——.
q k oV

Prouver que les suites (S,,),ewn+ et (Th),ewn+ sont adjacentes.
Que peut-on en déduire pour ces deux suites ?

3 TP avec Sympy
On utilisera : def...return, summation, N, oo

On considere la suite (sy,), e+ définie par

n (_1)k+1

VnelN¥, s, = Z _
k=1 k

1. Faire calculer les valeurs exactes de s1, sg, S5 et sg

2. Donner des valeurs décimales approchées de s509 et s1000

3. En utilisant a nouveau summation,demander la valeur de

+00 (_1)k+1
ngn-l}oosn - kgl k

La suite de Fibonacci est définie par :
Fop=0,F1=1¢et VnE]N, Fpoo=F,+F, 1

1. Définir la suite u qui calcule le n-ieme terme de la suite (F,) de
manieére récursive.

2. Définir la suite w qui calcule le n-iéme terme de la suite (F,) de
maniere itérative, en utilisant seulement 2 variables a et b.

3. Peut-on obtenir Fgy avec les deux méthodes ?

4 Pour travailler seul

Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par

.9 3
n . nm sin(n®) — cos(n?)
up=n-vn2-n; vp,=vnn+a)-n; w,=—sin—; x,=—-—— =

2 2 n

Soit (u,,) une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose que
YVu, — ¢

(n—+00)
— 0.
(n—+00)

2. Montrer que si ¢>1 alors u, —
(n—+00)

1. Montrer que si ¢ <1 alors u,
+00.

3. Montrer que dans le cas £ =1 on ne peut rien conclure.

On considere les suites (#,,),cN+ et (U, )nen+ définies par
o1

unzzk—3

k=1

et vnzun+m

1. Démontrer que les suites (u,),cN* et (v, )neN* SONt convergentes et ont
la méme limite.

Onpose /= lim u,
n—+oo
2. Déterminer un entier p tel que u, soit une approximation de ¢ 4 0,01
pres.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant a I'aide d’'une calculatrice :

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

5
10
15

Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ¢ aussi précise
que possible. On indiquera la précision de cette approximation.

~
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Limites et continuité

1 Pour s’entrainer

Le plan est muni d’'un repere orthogonal (O ;T »J )
Montrer que la courbe représentant la fonction f admet une asymp-
tote oblique et étudier sa position par rapport a cette asymptote.

B 2
() f(x)= 3-2x+x”

b) fix)=xe *+1-3x

Déterminer la limite éventuelle en +oo de la fonction g définie par

—

() f(x)=In(e*+e™)
2x% +2x + 7

(d) flx)= 1

glx)=...
2 .
(@) 522243 +3  (b) — o (c) 222
l+x+x x—1
(@) LrxInx () x —sina ) xexp(l)
X X
@ x H () Varl-vVa—1 (i) —eos*
X Inx

Etudier la limite éventuelle en zéro de la fonction fix—...

I¥%]  Déterminer, sous réserve d’existence, les limites suivantes :

. Vx—VB

1. lim—
x—5 x—-5

2. lim (ex—x2+1)
X—+00
. 1 2

3. lim -
i—llx—1 x2-1

4. lim 22
x—»Oxz—x

5. lim (vx-Inx)
Xx—+00

X — +00

. 1
10. lim (1——)

6. lim (

x—0*

o

1
7. lim x {—J et lim x {—J
x—07 X x—0~ X

Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand

In(x+1
M—l ;o VaZ+1+vVa2-1 ; xln(x+1)—(x+1)lnx ; X1

Inx

Déterminer un équivalent simple au voisinage de zéro de :

Vita2—vV1-22 ;

tanx—sinx ; In(cosx)

(a) x2 sin (1) (b) lz + sin(l) () x—Inx Déterminer un équivalent en 0 et en +oco des expressions de x
¥ * * suivantes :
2 +2 1+x-1 1 .
(d xVX (e) Y2 ¥ (f) exp| — 1. fx)=\/x+Vx 5. fG) = LFE ur @ > 0 et
Vat+x2 x %2 e
2. fx)=V1+x-1 £>0.
i i 1 In(1 + x*
@ tan(3x) ) e -1 @ cosx—1 3. flx)= e +a+In) 6. flx)= n( ﬁx ) pour @ > 0
2x x2 T+ Vx —
4. f(x)=In(1+x)—Inx et 5>0.
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, 2—x2-1
Etudier la limite lim yemxr -2
x—1 Inx

1
i¥2J] Montrer que la fonction f :x~— cos— n’a pas de limite en zéro.
x

En s’aidant d'un équivalent usuel en 0, déterminer la limite de la

suite u définie par
1
n

VnelN* u, =(2"+3")

Soit & € R, k fixé.
1

On définit la fonction f sur R par f(x) = { %2 st x>1

—2x+k si x<1

Pour quelle valeur de % la fonction f est-elle continue sur R ?

Soit (a,b) € R2 et f la fonction définie sur R par :

x2+b si x<0
f(x)=1{ sin(ax) .
— 81 x>0

X

étudier la continuité de f sur R en fonction des parametres a et b.

.
La fonction A définie sur R par A(x) = xes S? x>0
0 si x<0

1. h est-elle continue sur R ?

2. On admet que pour tout réel ¢, e’ = ¢ + 1. La représentation gra-

phique de 2 admet-elle un asymptote en +oo ?

La fonction f:x— |x] +/x— x| est-elle continue sur R ?
Justifier la réponse.

Etudier si les fonctions suivantes définies sur R*, sont prolon-
geables par continuité en zéro.

X
1. f(x)=1—m 3. h(x) =sinx sin(l)
X
4 )= | sin(x)|
1+x)*-1
2. g(x):x— 5. w(x) =% In(|x])

Montrer que chacune des équations suivantes admet une seule
solution dans I'intervalle indiqué. A l'aide de la calculatrice, donner une
valeur décimale approchée de cette solution a 1072 pres

(a) x°-3x2+1=0 dans I =[-1,0] (¢) cosx ==x dans I:]O,g[

T
(b) Inx=1-2x dans I =R*" (d) tanx=1-x dans I=]—§,§

Soit f une fonction continue sur le segment [0, 1] et prenant ses
valeurs dans [0, 1].
On note g la fonction définie sur [0, 1] par : g(x) = f(x)—x.

1. Quel est le signe de g(0) ? celui de g(1) ?

2. En déduire qu’il existe au moins un réel c € [0, 1] tel que f(c) =c.

Dans chaque cas, monter que f est une bijection d’un intervalle 1
sur un intervalle J (que on précisera) et expliciter £ ! sur .

e’ —e

2

—X

@ f:x—1In®-1) B f:x—\/1+In%(x) () * f:x—
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2 Pour approfondir Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f,, sur l'intervalle

T
I=|-—,—|par :
Final 2020. Pour tout entier naturel n, on note f, la fonction défi- ] 2 2 [

nie sur R* = [0, +oof par : fn(x)=tan(x)-x-n
1. Soit n un entier naturel fixé.
fa()=In(+x)+nx-1 (a) Déterminer lim f,(x) et lim f,(x)
x—7/2 x——7/2

. . + . .
1. (a) Montrer que f; est bijective de R™ sur un intervalle J que (b) Etudier le sens de variation de la fonction £,

P'on précisera. . . . ..
(c) Démontrer que I'équation d’'inconnue x, f,(x) =0 admet une

(b) En déduire qu.e l’équatiqn d’inconmJlre x ¢ In( +x? =1- nx ; solution unique dans l'intervalle I. On note a, cette solu-
admet une unique solution dans R". Cette solution, qui dé- tion. A l'aide de la calculatrice, proposer une valeur décimale
pend de n, sera notée u, dans la suite de ’exercice. approchée de a1g & 1073 pres.

2. On se propose d’étudier la convergence de la suite (1), e (d) Donner, suivant les valeurs de x, le signe de f,(x).
1 . oo .
(a) Soit n € IN*. Donner le signe de f;, (—) 2. La question 1.(c) permet de définir la suite (a,),eN
n
1 (a) dJustifier que cette suite est bornée et calculer f,(a,+1) pour
(b) Montrer que pour tout entiern € IN*, O0<u,<— nelN.
n
En déduire la limite de la suite (u)neN (b) En déduire que la suite (a,),cN est strictement croissante.
(c) Prouver que u, o 1 (c) Déterminer la limite de tan(a,) lorsque n tend vers +oo.
n—+oo) N

(d) Prouver que la suite (a,) est convergente.

Quelle est sa limite ?

7
3. On pose pour tout entier naturel n, u,=--a,

2
1
(a) Vérifier que VneIN*, tanu, =
VxeR, f(l+x)=1+Ff(x) n+an
(b) En déduire un équivalent simple de u, lorsque n — +oo.

f est une fonction continue sur R vérifiant :

On définit la fonction g sur R par : g(x) = f(x)—x.
1. Vérifier que g est 1-périodique.
* En déduire que g est bornée. Le théoréme des valeurs intermédiaires. Soit f :[a,b] — IR une

fonction définie et continue sur le segment [a,b].

2. (a) Déterminer la limite de @ lorsque x — +oo.
X Montrer qu’il existe un nombre réel c € [a,b] tel que

(b) En déduire un équivalent simple de f(x) lorsque x — +o0.

fl@+fb)=2f(c)
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3 TP avec Sympy 4. Calculer le nombre dérivé a droite en zéro de la fonction f.

En déduire la valeur de a pour laquelle f est dérivable en 0.
On utilisera : def...return, log, sqrt, plot, series, limit,

diff, factor, evalf(), solveset

Soit f la fonction définie par f(x) =In (x +Vx2 - 1) 4 Pour travailler seul
1. Donner f(1) et f(V2). ,
F)et f(v2) Etudier la limite éventuelle de la fonction f a 'endroit indiqué :
CosSXx
2. Déterminer I'’ensemble de définition de f en tracant la courbe L fro— 1-x en +oo
d’équation y =x+ Va2 - 1. 9 P tan(3x) en O
VX
3. Proposer un équivalent simple de f(x) lorsque x — +oo. 3. frxe— Y l+x—vl-x en 0

4. Calculer f'(x) et factoriser 'expression obtenue. En déduire le sens

limit(...,dir="-?), diff

Soient a et b deux réels. On considere la fonction f définie sur R par :

1.
2.

de variation de f.

Visualiser la courbe représentative de [ Déquation x°=5x—1 admet-elle des solutions ? Si oui, combien ?

i i e +e 2
(a) Demander une approximation de f (T)

(b) En déduire la résolution de I'équation f(x) = 2. Pour tout entier naturel n, on note f, la fonction définie sur R par :

fa@) =25 +nx-1

On utilisera : exp, def...return, if...else, Piecewise, 1. Déterminer les limites de f,, en +oo et en —co.

2. Etudier le sens de variation de la fonction £, .

3. Démontrer que ’équation d’inconnue x, f,(x) = 0 admet une solution
unique dans l'intervalle [0;1].

e*—1 Cette solution, qui dépend de n, sera notée u,, .
flx)= x si x>0 4. (a) Donner la valeur exacte de ug .
ax+b si x<0 (b) A laide de la calculatrice, proposer une valeur décimale approchée

de uq 4 1073 pres par exces.
Définir la fonction f a I'aide d’'un test if. . .else.

o

n

1
_ . ) . (a) Quel est le signe de f, ( ) ?
limit ne peut pas interpréter un test if...else....

Ainsi pour déterminer la limite a droite en zéro de f en utilisant Prouver que pour tout entier naturel n non nu]’ Up <
dir=’+’ il est préférable de redéfinir «par morceaux» la fonction
f alaide de la commande Piecewise.

S|+

(b) En déduire la limite de u, lorsque n tend vers +oo .

6. Déterminer un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

3. En déduire la valeur de b pour laquelle f est continue sur R.
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Dérivation

1 Pour s’entrainer

Dans chacun des cas suivants :
« préciser sur quel ensemble la fonction f est dérivable
e calculer sa dérivée f’
o déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de
f au point d’abscisse a.

1. f:x—xInx—x aveca =+e avec a =0
2
4. f:x—e* aveca=-1
2. fix— V1+V1+x 1+x
avec a =3 5. f:x-—»ln(—) avec a =0
1-x
3. f:x— V4 —sinx 6. f:x—x" avec a=1
1
Soient a et b deux nombres réels. On définit la fonction f sur
10, +ocl par :
Inx si O<x<e
= 2
f ) { ax+b si x>e
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur a et 3

b, pour que f soit continue sur ]0, +ool.
2. Calculer les réels a et b pour que f soit dérivable sur ]0, +oo[.

Déterminer deux réels a et b de maniere a ce que la fonction f
définie ci-dessous sur IR soit dérivable sur R :

. f(x):

1
-g(x):xzcos— six#0 et
x

o plx)=—— six#1 et
X

Etudier la dérivabilité des fonctions f, &, h et ¢ définies par :
X

1+ x|

g(0)=0

e h(x)=sin(x)sin (1) six#0 et h(0)=0

X

2 _
|oc| V2 _12x+1 s(1)=1

Soit f la fonction définie sur R* = [0, +oo[ par

1 .
xx six>0

f(x)

ol a est un réel fixé.

f0) = a

. Déterminer la valeur de a pour que [ soit continue en zéro.

Dans la suite, on suppose que a prend la valeur qui rend f continue
sur R.

. Justifier que f est dérivable sur ]0, +ool.

Calculer f'(x) pour tout réel x strictement positif.

. Montrer que f est dérivable en zéro et donner f(0).

1

2 i .

Soit f : IR — IR 1a fonction définie par :f(x):{ Sx+x s1nx six#0
0 six=0

1. Prouver que f est dérivable en 0 et donner f'(0).

sinx six<m
ax’+bx six>nw

fx)= {
Soit f : R — R une fonction dérivable en un réel a. Déterminer

. xf(@)—af(x)
hm—
x—a x—a

. Calculer f'(x) pour tout réel x non nul. La dérivée f' admet-elle

une limite en zéro ?

. On définit la fonction g sur R par : g(x) = V12 +2x +2.

Justifier que g est dérivable sur R et calculer (g o £)'(0).
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Déterminer le plus grand intervalle de R sur lequel la fonction f Soit (a,b) € R? tel que a < b. Soit f une fonction deux fois dérivable

est dérivable et calculer sa dérivée f' dans chacun des cas suivants

2 x
x*+3x—-1 e
1. figr——— = 5 fix—
fro——r fr— e
2. fix—(x—1vx 6. fix— Vxe ™
1 1
3. f:x»—»cos( ) 7. f x— (__)
1422 f:x X exp .
4. f:x—1In(x+VaxZ-1) 8. fix—x"

I¥f5) On définit la fonction f sur 10, +ool par f(x) =3x+Inx.

Démontrer que f est bijective de R** sur R et calculer (£71)'(3).

X _ X
On définit la fonction f sur R par f(x)= ° e_
e“+e™*
1. Etudier la parité de f.
2. Vérifi VxeR, =1-
(a) Vérifier que x f(x) 15 o

(b) En déduire les limites de f en +oco puis en —oo.

sur [a, bl telle que f(a)=f'(a) et f(b)=F'(b).

En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction
g:x— e"(f(x) - f'(x)), démontrer qu’il existe un réel c de la, bl tel que

fey=1"().

Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b. Soit f une fonction continue sur
le segment [a,b] et dérivable sur la,b[ telle que f(a)=f(b) =0.
&
c
f(x)

On pourra considérer la fonction g:x— —
x

1. Démontrer que 3Jce€la,bl; f'(c)=

2. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

Soient a, b et c trois nombres réels.
Démontrer qu’il existe un réel xg €]0, 1[ tel que

4ax)+3bxg+2cx0=a+b+c

3. Etudier le sens de variation de f.
4. Montrer que pour tout réel x, f'(x)=1-f%(x) En utilisant le théoréeme des accroissements finis, démontrer que
5. (a) Prouver que f est bijective de R sur un intervalle I que 'on 1. VxeR", sinx<x

précisera.

(b) Démontrer que la réciproque f ! est dérivable sur I
et donner une expression simple de (f1)'(x).

2]

. Expliciter f_l(y) pour tout réel ye€]—-1, 1[

2. VxeR™, L cm(+x)<x
1+x

1. Montrer que pour tout réel x > -1, In(1+x)<x«
2. En déduire que pour tout entier naturel n = 2,

1\ 1\
(1+— Ses(l——)
n n
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Soit k € IN*. Par application du théoréme des accroissements finis 2 Pour approfondir
a la fonction In sur [k, % + 1], démontrer que la suite (H},),cN+ de terme

La fonction ¢ est définie sur [O, g[ par ¢(x) = p—

©
o
o
o
c?®
L m©
Vo=
=g
g
T C

o
£s
[
g
>~2
c o
S

\)

L |
général H, = Z % est divergente.
k=1 b4
1. Calculer ¢'(x). Montrer que ¢ est une bijection de [0 , 5[ sur un
intervalle J que 'on précisera.

Démontrer a I'aide de 'inégalité des accroissements finis, que 2. On note (p_l la bijection réciproque de ¢.
——

(a) Y(a,b)eR?, |sinb-sinal<|b-al ) ) )
Etudier la dérivabilité de ¢~ . Calculer (¢~ ") (b).

1 1
b) Vx>0, ——<In(x+1)-Ilnx<-—
x+1 X

X

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %

Calculer la dérivée n-iéme de chacune des fonctions suivantes : e +1
5 1. (a) Montrer quef est paire. Etudier les variations de f
x—e ix—1 ; h:x—xe* cx—In(1+ . .
fra—e ; grxmAnx roxe 5 ¢gix—In(lea) (b) Prouver que I'équation f(x) =x admet une seule solution

que l'on notera #.

1
srifi <l<—
On consideére la fonction f:x— (x+1)e™™. Vérifier que 0.< £ 2

PN * 1
Calculer la dérivée n—ieéme de f pour n € IN". (c) Montrer que pour tout réel x, |f'(x)| < :
2. On définit la suite (1), par :
1
) = I  Soit la fonction g définie sur R* par g(x)=e 2
S P~ o ] up=0 etVnelN wu,i1=7,(u,)
N ] 1. Montrer que g se prolonge par continuité sur R, en une fonction
& ; 1
q:> g que l'on notera f. (a) Montrer que pour tout n €N, u,€ |0, —]
g g 2. Calculer f'(x) pour tout x # 0. Prouver que f est €' sur R. 2
Qo , b) Mont tout n € IN
5 E 3. Etudier les variations de f. (b) Montrer que pour tout ’
< 1
- Iun+1—€|<§lun—fl
~ O
LI
— 1
s £ (©) En déduire que : YneN, |up—(I< 5

(d) Conclure quant a la convergence de la suite (u,).
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MT1

Cheé

: dérivation

La fonction W de Lambert. On considére la fonction f définie sur
R par : flx)=xe*
1. Déterminer la limite de / en —oo.

2. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R et dresser son
tableau de variations complet.

w

. On pose I =[—1, +ool. Justifier que la restriction de f a I'intervalle
I est bijective de I sur un intervalle JJ que 'on précisera.

4. On note W la bijection réciproque de fis.

(a) Simplifier pour tout réel ¢ appartenant a J, W(t)e" .

(b) Dresser le tableau de variation de W sur oJ.
Donner les valeurs de W(0) et de W(e).

5. (a) Montrer que la fonction W est dérivable sur l'intervalle ou-
vert ]—e”! , +ool et que

W(#)

W(t)zm

Viel—e !, +oo[\ {0},

(b) Que vaut W'(0) ?

6. (a) Montrer que, pour tout réel £ >0, In(W(¢))+W()=Int.

InW(t¢
(b) Donner la limite de W en +oo et en déduire lim n W)
t—+oo W(t)
(c) Déduire des deux questions précédentes, un équivalent simple
de W(¢) lorsque ¢ tend vers +oo.

7. Tracer sur la figue ci-dessous, la courbe représentative 6w de la
fonction W. On fera apparaitre les tangentes aux points d’abscisses
0et—e !

-2 -1 1 2 3

8. On considére ’équation (E) suivante : x+e* =2
(a) Montrer que (E) est équivalente a f(e*) = o2

(b) En déduire que (E) admet une unique solution a dont on
donnera la valeur exacte en utilisant la fonction W.

Final 2017. Soit n € IN*. On définit la fonction f,, sur R par :

VieR, fox)=e* Z%

1. Justifier que f;, est dérivable sur R et démontrer que

n

VieR, fi0)=-—re
n.

2. Montrer que Vx€[0, 1], |f,/L(x)| < —

3. Appliquer l'inégalité des accroissements finis a f, sur I'intervalle
[0, 11.

4. On considére la suite de terme général u, =ef,(1) pour n € IN*.

(a) Utiliser la question 3. pour prouver la convergence de (), cIN*
*o1

lim —
i=o k!

n—+oo

(b) En déduire la limite :

page 28

UTBM



université de technologie
Belfort-Montbéliard

MT1S/T - Automne 2023

hitp ://andre.turbergue.free.fr

)

MT1 Ch6 : dérivation

3 TP avec Sympy 4 Pour travailler seul

On utilisera : Symbol, def...return, limit, diff, factor, f¥) Ppour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de défini-

plot tion, les branches infinies aux bornes du domaine de définition, puis calculer
leur dérivée.

La fonction f est définie sur ]0, +oo[\{1} par

- 1 f(x)zw 3. f(x):ln(e _1)

= x\T—x

=« 9 f()_M 4 flr)=— %
S E ‘ (1—-x)In(1-x)

1. Etudier les limites de f aux bornes des intervalles composant son
ensemble de définition.

2. Peut-on prolonger par continuité la fonction f ? Pour tout entier naturel » non nul, on définit la fonction f,, sur [-=, 7]

3. Calculer f'(x) et étudier son signe en recourant 4 une fonction par :

auxiliaire A.
1
4. Visualiser le graphe % de f. falx)=1/ ~+ sin?(x)

5. Etudier la dérivabilité du prolongement par continuité de f aux . Caleuler £,,(0) et f£,,(x).

oints 0 et 1.
P . Montrer que f, est une fonction paire.

w N e

(a) Justifier que f,, est dérivable sur [-7, 7] et calculer f, (x).

(b) Etudier les variations de la fonction fn sur [0, 7]. Dresser le tableau
de variations de f,, sur [-m, 7].

4. (a) Soit x un réel fixé de 'intervalle [—7, 7].
Déterminer la limite de f5,(x) lorsque n tend vers +oo.

(b) On pose pour tout réel x de [-7, ], @(x)= nE»IEoof"(x)

La fonction ¢ est-elle continue en zéro ?
Est-elle dérivable en zéro ?

Final 2020.

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. En utilisant ce théoréeme, démontrer que pour tout réel x appartenant a
[0, 1],
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MT1 Ch7 : polynémes

Polynames 3. Calculer en fonction de a, P(a) et P'(a), le reste de la division
euclidienne de P par (X — a)2.
A quelle condition P est-il divisible par (X —a)? ?

’ A
1 Pour s’entrainer 4. En déduire le reste de la division euclidienne de X*+X par (X -1)2.

Soit n € IN*. Déterminer le degré et le coefficient dominant du

polynéme P lorsque :
Soit n e IN*.
Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par :

(@) P=(X+2)"-X" (b)P=X>+D"-(X2-1)" (c)P:ﬁ(Xk+X+1)
k=1 (23X -2 (MX?’-X-6 (OX-DAX-2)

196 1. Déterminer les réels p et g pour que le polynéme m Soit n € IN*. Déterminer le reste de la division euclidienne de
A=X3+pX +q soit divisible par B=X?+3X 1. 1. X" —4X +2 par X(X +1)

2. Deteramner l2es complexe§ a,.b.e.t ¢ pour que le 2polynome 9. X"+X +1 par (X - 1)2.
P=X"+aX“+bX +c soit divisible par  =X"+X +1.

201

Effectuer les divisions euclidiennes de X2
~ P ! _
() 3X5+4X2+1 par X2+2X +3 1. Trouver un polynéme P € R[X] de degré 2 tel que P - P’ = -

4_ 3 _ 2 _ X3
(b) X" -X"+X -2 par X" -2X +4 2. Trouver un polynome @ € R[X] de degré 3 tel que @ —Q' = 3
() X5+X+1par X3-X%2+1 :

(d) 4X3+X? par X +1+i
@ Soit n € IN. Déterminer la multiplicité de 1 comme racine de

Soit P un polynéme de K[X]. P=X?-4X2+5X-2 et Q=nX""'-(n+DX"+1

1. Soient a et b deux éléments distincts de K.
Exprimer a I'aide de P(a) et P(b), le reste de la division euclidienne

de P par (X —a)(X - b). Soit n € IN, n = 2. Déterminer l'ordre de multiplicité de 1 comme
A quelle condition P est-il divisible par (X —a)(X - b) ? racine du polynéme

2. En c;e;(ziuitie le reste de la division euclidienne de (X + v/3)7 PX)=X2-nX"14nx"1-1
par X“ + 1.
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MT1 Ch7 : polynémes

k

m Soit n € IN*. Montrer que le polynéme P = 1+ Z - n'a que des m Final 2018. Le but de cet exercice est de prouver que la fonction
k=1 "

exp définie sur C par

racines simples dans C.
VzeC, exp(z) = ee@ [cos(Im(2)) + i sin(Im(z))]

‘est 1 iale.
% Déterminer tous les polyndomes P € R[X] tels que 165t pas polynommate
1. Résoudre dans C I'équation exp(z)=1.
P(X +1)=P(X) 2. Soit P € C[X] un polynéme vérifiant Vz € C, P(z) = exp(z) .

i o =P-17?
On pourra étudier les racines du polynéme Q(X) = P(X)— P(0). Quelles sont les racines du polynome @ =P —1 7
3. Que peut-on dire d’'un polyndéme admettant une infinité de racines?

4. Démontrer que la fonction exp n’est pas polynomiale.

m Déterminer tous les polynémes P € C[X] tels que

2y _ (32
PX7)=X"+DPX) p et g sont deux nombres complexes tels que q # 0. On note a, b
et c les trois racines complexes du polynéme P = X 34 pX+q,

On raisonnera par analyse/synthése. Si un tel polynéme P existe, on comptées avec multiplicité.

donnera son degré et on calculera P(1) et P(i2).

Exprimer en fonction de p et q les quantités suivantes :
Par analyse/synthése. Déterminer tous les polynémes P € C[X] a+b+c, abec, —+—+—, ab+ac+bc et a®+b%+c?
tels que

(a) ((P'(X))2 =4P(X) () (1+X>)P' (X)=6P(X)
Résoudre dans C 'équation z° —822+232—28 =0 sachant que la

Pour (b), on commencera par étudier le monéme dominant de P(X). . . N o
(b), p (X) somme de deux de ses solutions est égale a la troisieme.

@ Déterminer tous les polynémes P € C[X] vérifiant,

pour tous nombres complexes 21 et 22 Trouver les racines complexes du polynéme X*+ 12X — 5 sachant

que deux de ses racines ont une somme égale a 2.
1. P(z129)=P(21)P(z9) (étudier les racines)

2. P(z1+29)=P(z1)+P(z9) (dériver)
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MT1

Ch7 : polynémes

PAB) Dans R[X] et dans C[X], décomposer les polyndmes suivants en
produits de polynémes irréductibles.

(e) X5-1

f x6-8

(g X3+X%+X+1
(h) X°+Xx%+Xx3+1.

(a) 3X2-X-14

(b) X3-27

() X*+2X2%+4

(d) 4X3+4X%+3X+3

Soit n un entier, n = 2. On pose

VzeC,P2)=1+z+22+-+2" 242771

=

. Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

[\

. En déduire la factorisation de P(z).

2ikn

n-1
3. En calculant P(1), prouver que H |1 —e n
k=1

=n

N

n-1 k
. En déduire que H sin(—ﬂ) = Ll
k=1 nj 2n
2 Pour approfondir
Soit n € IN*,

Décomposer en produit de facteurs irréductibles sur C[X], puis sur
R[X] le polynomes P(X) = X" -1

Polynémes de Tchebychev .

On se propose d’étudier la suite (T,),cN de polyndomes définis par :

(b) Parmi ces 5 polyndémes, indiquer ceux (ou celui) qui sont
irréductibles dans R[X].

2. On admet que T', est un polynéme de degré n.

On désigne par a, le coefficient dominant de T,.

(a) A Taide de la relation (%), exprimer a,+1 en fonction de a,,.

(b) En déduire a,, en fonction de n.

3. On se fixe un réel a. Démontrer par récurrence, que pour tout

entier naturel n,
T, (cosa)=cos(na)
4. Déterminer les valeurs de T,,(1) et de T,,(—1).
5. On suppose dans cette derniére question uniquement, que n = 4.
(a) Résoudre dans l'intervalle [0, 7], I’équation d’inconnue a :
cos(4a)=0

(b) En déduire que le polynéme T4 admet au moins 4 racines
réelles distinctes que I'on précisera.

(c) Décomposer T4 en un produit de polyndémes irréductibles
dans R[X].

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considere le
polynéme

PX)=X+1)"-X-1)"
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéme P.
2. Soit a une racine complexe de P.
(a) Calculer le polynéme dérivé P'(X).
(b) Démontrer que a est de multiplicité égale a 1.

3. On désigne par ai, ag,..., @,-1 les racines complexes de P.
Calculer la somme a1+ ag+---+a,_1 et le produit a1as...a,-1

10
= = +1 0
{ g(; e:]ll\}, Tfiz :X2XTn+1 ST, (%) 4. (a) Démontrer que pour tout réel 6 €]0, 27l 2“9 ] =—1 cotan§
(b) Déterminer les racines complexes de P.
1. (a) Calculer T, pour n€{0,1,2,3,4}.
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Ch7 : polynémes

Pour tout entier naturel n non nul, on définit le polynéme
P, € R[X] par
PyX)=nX""-(n+DX"+1

1. Calculer son polynéme dérivé P;,(X).
2. Démontrer que 1 est la seule racine multiple de P, (X).
3. On consideére la fonction polynémiale f : IR — R définie par

3

F)=1+x+x2+22+--+a" ou nelN*

(a) En identifiant f(x) comme étant la somme des premiers
termes consécutifs d’'une suite géométrique, calculer de deux
facons différentes f’(x) pour x # 1.

(b) En déduire le quotient de la division euclidienne de P,(X)
par (X — 1)2.

4. On note Q(X) le quotient de la division euclidienne de P4(X) par
(X - 1)2 et on désigne par a, b et ¢ les racines complexes du poly-

noéme Q(X).
(a) Factoriser Q(X) en fonction de a, b et ¢ dans C[X].
1 1 1
(b) Calculer la somme o —

=—+— .
ab bec ac

3 TP avec Sympy

On utilisera :
print, display

Symbol, if...elif...else, for...in range,

On considere la suite de polynomes (H ), définie par :

Hy=0 , H;=2X
VnelN, H,.9=2XH,.1-2(n+1)H,

1. Ecrire une fonction herm prenant un entier naturel n en parametre
et renvoyant le polyndéme H,,.

2. Faire calculer les polynémes H} pour %k variant de 0 a 10.

4 Pour travailler seul

@ Soient 0 e R et n € IN.
Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme
P(X)=(Xsin0 +cosO)" par X2 +1.

Final 2022 .
On considere le polynome P(X) = (X2 +3X)?+(3X +5)? appartenant a
RIX].
1. (a) Donner le degré et le coefficient dominant du polynéme P(X).
(b) Justifier que P(X) n’admet aucune racine réelle.
2. (a) Démontrer que si a est une racine complexe de P(X) alors P(a)=0

(b) En considérant que P(X) € C[X], factoriser le polynome P(X) en
un produit de deux polyndomes du second degré a coefficients com-
plexes.

22 +3(1+i)z+5i =0,

(d) En déduire les racines complexes de P(X).

(c) Résoudre dans C I’équation

@ Soit  un entier supérieur ou égal a 2. On consideére le polynéme P € C[X]
défini par :
P=1+X)"-X"
1. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.

2. Démontrer que si z est une racine de P alors Re(z) = ~3

. X - X
3. (a) Démontrer que, pour tout réel x, e -1=2isin (5) e'?

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction des
racines n-iémes de 'unité.

(c) Ecrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En déduire le
module et un argument de chacune de ces racines.

4. On note 21, 29, ...,2,-1 les racines du polynéme P. Calculer la somme :

e
k=17%k
5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de l'entier n = 2,

I’équation d’inconnue x :
A+x)"=x"
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MT1

ChS8 : fonctions trigonométriques réciproques

arcsin, arccos, arctan

1 Pour s’entrainer

@ Simplifier les écritures des nombres réels suivants :

1 -1
a= arcsin§ ; b=arctan(1); ¢ =arccos (7)

57 51
x = arctan V'3 ; y=arccos (cos I) ;  z=arcsin (cos 7)

2%y Tracer les courbes représentatives des fonctions suivantes :

1. x— sin(arcsinx) et x — arcsin(sinx)
2. x— cos(arccosx) et x— arccos(cosx)
3

. x— tan(arctanx) et x— arctan(tanx)
@ En utilisant la figure ci-dessous, simplifier I'écriture du réel

x = arctanl + arctan2 + arctan 3

% Démontrer chaque égalité pour tout réel x € [-1,1]

1. sin(arccosx)=V1—x2
2. cos(arcsinx) =V 1—x2

V1-—x2

3. tan(arccosx) = pour x #0

Soit x € [-1, 1]. Donner des expressions polynomiales de
cos(2arccosx) et cos(2arcsinx)

@ Démontrer les égalités ci-dessous :
Vxe[-1,1], arccosx+arccos(—x)=m
Vxe[-1,1], arcsinx+ arccosx =m/2
VxeR"™, arctanx+arctan(1l/x)=n/2

L

VxelR, cos(arctanx)=
1+x

RTH
o

5. VxeR, sin(arctanx)=

q

1+x

4
@ Résoudre dans [-1, 1] 'équation : arccosx = 2 arccos (5)

m En appliquant le théoréeme des accroissements finis, démontrer
que, pour tout réel x > 0,

< arctanx < x.

1442

Soient x et y deux réels strictement positifs. On pose z=x+iy et
on note Arg(z) 'unique argument de z appartenant a I'intervalle ]— 7 ; x].

1. Justifier que Arg(z) = arctan Y
X
2. Développer 3+ i)2(7 +1)

b4 1
3. En déduire que 1- 2arctan 3 + arctan =
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MT1 ChS8 : fonctions trigonométriques réciproques

2 Pour approfondir 3 TP avec Sympy
@ Soient f et g les fonctions définies par : % On utilisera : asin, atan, plot2d, limit, sqrt, diff,
x simplify ()
. —_ t t . —_— i 2
fix arctan ( V1—x2 ) o g arestx On pose f(x) = arcsin ( 1 +x 2) — 2 arctan(x)
x
1. Déterminer leurs ensembles de définition et leurs ensembles de 1. Visualiser le graphe de la fonction f dans la fenétre [-15, 15] x
dérivabilité. [-4,4)].
2. Calculer les dérivées f et g'. Quel est 'ensemble de définition de la fonction f ?
3. En déduire une relation entre f(x) et g(x). 2. Calculer f(x)+ f(—x). Que peut-on en déduire pour f ?

3. Donner les limites de f en +oo et en —oo.

@ Final 2016. On définit la fonction f sur R par Calculer £(0), (1) et f(V3).

£(£) = t arctan? 4. Que peut-on dire de f sur l'intervalle [-1, +1] ?
5. Pour quelles valeurs de x peut-on calculer f'(x) ?

1. Soit x > 0. Appliquer le théoréeme des accroissements finis a la Effectuer ce calcul.
fonction f sur l'intervalle [x, x + 1]. 6. f est-elle dérivable en 1 ?
2. Soit x > 0. Montrer que pour tout réel £ €lx,x+1[ , 7. Démontrer que Vx> 1, f(x) = 7 —4 arctanx
x+1 ’ '

—————— +arctanx < f'(¢) < +arctan(x + 1
1+(1+x)2 F 1+x2 ( )

3. En déduire un encadrement de f(x+1)—f(x) pour tout réel x>0. 4 Pour travailler seul

4. En déduire l'exist t 1 leur de la limite :

f deduire Texistence € fa vateur de fa fimite @ 1. Donner trois expressions différentes pour cos(2x).

liI_P ((x+ 1arctan(x + 1) — x arctanx) 2. Prouver l'égalité :
X—+00
arccos | — | = 4 arcsin
4 4

7 2z N 77:
@ 1. Démontrer que pour tous réels a et b appartenant a [0, 3 [, PRY) Final 2022. On définit la fonction £ sur R =10, +ool par

t —tanb t
tan(a — b) = anazrand Vx €10, +ool, f(x)= are anx'
1+tana tanbd
2. Soit £ € IN. Calculer arctan(k +1)—arctank. 1. (a) Justifier que f est dérivable sur I =]0, +ool.

! )3
3. Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oco de la somme Calculer f'(x) pour tout réel x> 0.

X
(b) On admet que que, pour tout réel x > 0, Ti2 < arctanx.

n
x
S, = Z arctan m En déduire que [ est bijective de I sur un intervalle J.
k=0

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en zéro.
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