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MT1S/T TD 0 - corrigés

Logique et raisonnements

1 Énoncé
15 Soient les quatre assertions suivantes :

(P1) ∃x ∈R , ∀ y ∈R, x+ y> 0 − (P2)∀x ∈R, ∃ y ∈ R ; x+ y> 0

(P3)∀x ∈R, ∀ y ∈R, x+ y> 0 − (P4) ∃x ∈R ; ∀ y ∈R, y2 > x.

— Les assertions Pi sont-elles vraies ou fausses ?
— Donner leur négation.

2 Corrigé

15

1. (P1) est fausse. Car sa négation qui est ∀x ∈ R,∃y ∈ R ; x+ y É 0 est
vraie. Étant donné x ∈R, il existe toujours un y ∈R tel que x+ yÉ 0, par
exemple on peut prendre y=−(x+1) et alors x+ y= x− x−1=−1É 0.

2. (P2) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y=−x+1
et alors x+ y= 1> 0.
La négation de (P2) est ∃x ∈R ; ∀y ∈R, x+ yÉ 0.

3. (P3) est fausse, par exemple x =−1, y= 0.
La négation est ∃x ∈R, ∃y ∈R ; x+ yÉ 0.

4. (P4) est vraie, on peut prendre x =−1.
La négation est : ∀x ∈R,∃y ∈R ; y2 É x.
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Calculs dans R
1 Énoncés
50 Résoudre dans R,

|2− x|+ |x+5| = 7 et |2x−1|−2|4x+2|+ |x+3| = 2

51 On se propose dans cet exercice, de résoudre l’équation (E) : x3 = 3x+1

1. À la calculatrice, faire tracer la courbe représentative de la fonction
f : x 7−→ x3 ainsi que la droite d’équation y= 3x+1. Conjecturer le nombre
de solutions de l’équation (E).

2. On admet que l’équation (E) a trois solutions que l’on notera a , b et c
avec a < b < c .
À l’aide de la calculatrice, proposer des valeurs approchées à 10−3 près
de a , b et c .

3. (a) Exprimer sin(3t) en fonction de sin t pour un réel t quelconque.

(b) Prouver que si α est un réel appartenant à [−2 ;2]
alors il existe un réel t appartenant à

[
−π

2
;
π

2

]
tel que α= 2 sin t.

(c) En déduire que si α est une solution de (E) alors il existe un réel

t ∈
[
−π

2
;
π

2

]
tel que

{
α= 2 sin t
1+2 sin(3t)= 0

4. Déterminer les valeurs exactes des trois solutions a, b et c de (E).

2 Corrigés

50 (E1) : |2− x|+ |x+5| = 7

x −∞ −5 2 +∞
|2− x| = . . . 2− x 2− x x−2
|x+5| = . . . −x−5 x+5 x+5

−2x−3= 7 7= 7 2x+3= 7
(E1) ⇐⇒ . . . ⇔ x =−5 −5É x É 2 ⇔ x = 2

est solution sont solutions est solution

(E1) admet une infinité de solutions : tous les réels de l’intervalle fermé
borné [−5 ,2].

(E2) : |2x−1|−2|4x+2|+ |x+3| = 2

x −∞ −3 −1/2 1/2 +∞
|2x−1| = . . . 1−2x 1−2x 1−2x 2x−1
|4x+2| = . . . −4x−2 −4x−2 4x+2 4x+2
|x+3| = . . . −x−3 x+3 x+3 x+3

5x+2= 2 7x+8= 2 −9x = 2 −5x−2= 2
(E2) ⇐⇒ . . . ⇔ x = 0 ⇔ x =−6/7 ⇔ x =−2/9 ⇔ x =−4/5

impossible est solution est solution impossible

L’ensemble des solutions de (E2) est S =
{
−6

7
, −2

9

}
.
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51

1. La droite d coupe la courbe C f en trois points A, B et C.
Donc l’équation (E) semble avoir trois solutions.

2. a ≈−1,532 à 10−3 près par excès.
b ≈−0,347 à 10−3 près par excès.
c ≈ 1,879 à 10−3 près par défaut.

3. (a) Pour tout réel t,
sin(3t)= sin(2t+ t)= sin(2t)cos t+cos(2t)sin t
= 2sin tcos2 t+ (1−2sin2 t)sin t
sin(3t)= 3sin t−4sin3 t

(b) Soit α un réel appartenant à [−2 ;2] alors −1É α

2
É 1 donc on voit

sur le cercle trigonométrique qu’il existe un point d’ordonnée
α

2
sur

ce cercle, situé à droite de l’axe des ordonnées. Ainsi il existe un réel
t appartenant à

[
−π

2
;
π

2

]
tel que sin t = α

2
c.à.d. α= 2 sin t.

(c) Soit α une solution de (E) alors −2<α< 2 d’après la question 2.
Donc d’après 3.(b), il existe t ∈

[
−π

2
;
π

2

]
tel que α = 2 sin t avec

α3 = 3α+1 d’où 8 sin3 t = 3(2 sin t)+1= 6sin t+1.
Or d’après 3.(a), 4 sin3 t = 3 sin t−sin(3t)
donc 2(3 sin t−sin3t)= 6 sin t+1.
Ainsi −2 sin3t = 1 puis 1+2 sin3t = 0

4. • Soit α une solution de (E) alors il existe t ∈
[
−π

2
;
π

2

]
tel que

{
α= 2 sin t
1+2 sin(3t)= 0

• Résolvons dans
[
−π

2
;
π

2

]
l’équation 1+2sin(3t)= 0.

1+2sin(3t)= 0 ⇐⇒ sin(3t)= sin
(−π

6

)
⇐⇒ 3t = −π

6
+2kπ ou 3t =π−

(−π
6

)
+2k′π (k ,k′ entiers)

⇐⇒ t =− π

18
+k

2π
3

ou t = 7π
18

+k′ 2π
3

⇐⇒ t =− π

18
(k = 0) ou t = 7π

18
(k′ = 0) ou t = −5π

18
(k′ =−1)

• Si α est solution de (E) alors

α=−2 sin
π

18
ou α= 2sin

7π
18

ou α=−2 sin
5π
18

Or on a vu que (E) admettait exactement trois solutions deux à deux
distinctes.

On en déduit que a =−2 sin
5π
18

, b =−2 sin
π

18
, c = 2sin

7π
18
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Nombres complexes
1 Énoncés

83 1. (a) Calculer les racines carrées de
1+ ip

2
.

(b) Mettre
1+ ip

2
sous forme exponentielle.

(c) En déduire les valeurs de cos(π/8) et sin(π/8).

2. Calculer les valeurs de cos(π/12) et sin(π/12).

84 On désigne par θ un nombre réel tel que −π< θ <π . On pose u = 1+eiθ

1. Écrire 1+eiθ sous forme exponentielle.

2. Montrer que u est solution dans C de l’équation d’inconnue z :

z2 − (2+2cosθ) z+ (2+2cosθ)= 0

En déduire la seconde solution de cette équation.

85 On considère le nombre complexe u = cos
(

2π
7

)
+ i sin

(
2π
7

)
On pose S = u+u2 +u4 et T = u3 +u5 +u6

1. (a) Simplifier u7

(b) Calculer la somme 1+u+u2 +·· ·+u6

(c) Calculer le produit u u2 u3 . . .u6

2. (a) Montrer que S et T sont deux nombres complexes conjugués.

(b) Donner la valeur de S+T et calculer S×T.

(c) Démontrer que la partie imaginaire de S est positive.

(d) En déduire les valeurs exactes de S et T.

3. (a) Calculer la somme

sin
(

2π
7

)
+sin

(
4π
7

)
+sin

(
8π
7

)
(b) Développer le polynôme P(z)= (1− z) (1− z2) (1− z4)

En déduire la valeur exacte de P(u).

(c) En calculant de deux façons différentes le module de P(u), détermi-
ner la valeur exacte du produit :

sin
(

2π
7

)
×sin

(
4π
7

)
×sin

(
8π
7

)
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2 Corrigés

83

1. Par la méthode usuelle nous calculons les racines carrées opposées ω et

−ω de z = 1+ ip
2

, nous obtenons

ω=
√p

2+1

2
p

2
+ i

√p
2−1

2
p

2
=

√
2+p

2
2

+ i

√
2−p

2
2

.

mais nous remarquons que z s’écrit également

z = ei π4

et ei π8 vérifie (
ei π8

)2 = e
2iπ
8 = ei π4 .

Cela signifie que ei π8 est une racine carrée de z, donc ei π8 = cos
π

8
+ isin

π

8
est égal à ω ou −ω. Comme cos

π

8
> 0 alors ei π8 =ω et donc par identifica-

tion des parties réelles et imaginaires :

cos
π

8
=

√p
2+1

2
p

2
et sin

π

8
=

√p
2−1

2
p

2
.

2. On remarque que
π

12
= π

3
− π

4
. D’après l’une des formules d’addition de

trigonométrie, pour tous réels x et y,
cos(x− y)= cos[x+ (−y)]= cos xcos(−y)−sin xsin(−y)
= cos xcos y+sin xsin y

D’où cos
π

12
= cos

π

3
cos

π

4
+sin

π

3
sin

π

4
= 1

2

p
2

2
+
p

3
2

p
2

2
=

p
6+p

2
4

On vérifie de même que sin
π

12
= sin

(π
3
− π

4
)= p

6−p
2

4

84

1. 1+eiθ = ei θ2 ×
(
e−i θ2 +ei θ2

)
= ei θ2 ×2cos

θ

2
= 2cos

θ

2
ei θ2

Comme θ ∈ ]−π,π[ ,
θ

2
∈

]
−π

2
,
π

2

[
. Donc 2cos

θ

2
> 0.

Ainsi 2cos
θ

2
ei θ2 est la forme exponentielle de 1+eiθ.

2. Résolvons l’équation

z2 −2(1+cosθ) z+2(1+cosθ)= 0 (1)

Son discriminant est : ∆= 4(1+cosθ)2 −8(1+cosθ)=
(1+cosθ) (4(1+cosθ)−8)= 4(cosθ+1)(cosθ−1)=−4sin2θ

∆= (2isinθ)2 .
Les solutions de (1) sont donc
2(1+cosθ)−2isinθ

2
= 1+cosθ− isinθ

et
2(1+cosθ)+2isinθ

2
= 1+cosθ+ isinθ = u

Conclusion : les solutions de l’équation (1) sont u et u.

85

u = cos
(

2π
7

)
+ i sin

(
2π
7

)
= ei 2π

7

1. (a) u7 =
(
ei 2π

7

)7 = ei 7×2π
7 = ei2π d’où u7 = 1

(b) Puisque u 6= 1, 1+u+u2 +·· ·+u6 = 1−u6+1

1−u
= 1−u7

1−u
= 0

(c) u u2 u3 . . .u6 = u1+2+3+···+6 = u
6×7

2 = u21 = (
u7)3 = 13 = 1

2. (a) S = u+u2 +u4 = u+u2 +u4 = u+u2 +u4

Or

• u = ei 2π
7 = e−i 2π

7 = ei2πe−i 2π
7 = ei

( 14π−2π
7

)
= ei 12π

7 =
(
ei 2π

7

)6 = u6

• u2 =
(
e−i 2π

7

)2 = e−i 4π
7 = ei2πe−i 4π

7 = ei
( 14π−4π

7
)
= ei 10π

7 =
(
ei 2π

7

)5 = u5

• u4 =
(
e−i 2π

7

)4 = e−i 8π
7 = ei2πe−i 8π

7 = ei
( 14π−8π

7
)
= ei 6π

7 =
(
ei 2π

7

)3 = u3

Donc S = u6 +u5 +u3 = u3 +u5 +u6 = T
Ainsi S et T sont deux nombres complexes conjugués.
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(b) •S+T=(u+u2+u4)+(u3+u5+u6)= (1+u+u2+·· ·+u6)−1= 0−1= -1

• S×T = (u+u2 +u4)× (u3 +u5 +u6)
= u4 +u6 +u7 +u5 +u7 +u8 +u7 +u9 +u10

Or u7 = 1 . Donc

u8 = u7 u = u ; u9 = u7 u2 = u2 ; u10 = u7 u3 = u3

Par conséquent S×T = u4 +u6 +1+u5 +1+u+1+u2 +u3

S T = 2+ (1+u+u2 +·· ·+u6) S T = 2

(c) Im(S)= sin
2π
7

+sin
4π
7

+sin
8π
7

= sin
2π
7

+sin
4π
7

+sin
(
π+ π

7

)
= sin

2π
7

+sin
4π
7

−sin
π

7
=

(
sin

2π
7

−sin
π

7

)
+sin

4π
7

Or 0< π

7
< 2π

7
< π

2
et la fonction sin est strictement croissante sur

[0;
π

2
]

D’où sin
π

7
< sin

2π
7

puis
(
sin

2π
7

−sin
π

7

)
> 0

De plus sin
4π
7

> 0 car ∀x ∈]0,π[, sin x > 0

Ainsi
(
sin

2π
7

−sin
π

7

)
+sin

4π
7

> 0 c.à.d. Im(S)> 0

(d) D’après 2.(b), T =−1−S et S T = 2 donc S(−1−S)= 2
donc S2 +S+2= 0. Par conséquent S est une solution de l’équation
z2+ z+2= 0 dont le discriminant est ∆= 12−4×1×2=−7= (i

p
7)2.

Comme ∆ < 0, l’équation admet deux solutions complexes conju-

guées : z1 = −1+ i
p

7
2

et z2 = z1 Or on veut que Im(S)> 0

Donc on a nécessairement S = z1 puis T = S = z2

S = −1+ i
p

7
2

et T = −1− i
p

7
2

3. (a) sin
(

2π
7

)
+sin

(
4π
7

)
+sin

(
8π
7

)
= Im(S)=

p
7

2

(b) P(z)= (1− z2 − z+ z3)(1− z4)= 1− z2 − z+ z3 − z4 + z6 + z5 − z7

D’où P(u)= 1−(u+u2+u4)+(u3+u5+u6)−u7 = 1−S+T−1= T−S
Donc P(u)=−i

p
7

(c) • 1ère méthode : |P(u)| = |− i
p

7| =
p

7

• 2ème méthode : en utilisant la formule d’Euler
eiθ−e−iθ = 2isinθ pour θ ∈R, on obtient
1−u = 1−ei 2π

7 = ei π7
(
e−i π7 −ei π7

)
=−ei π7

(
ei π7 −e−i π7

)
=−2isin

π

7
ei π7

De façon analogue, on peut vérifier que

1−u2 =−2isin
2π
7

ei 2π
7 et 1−u4 =−2isin

4π
7

ei 4π
7

Donc |P(u)| = |1−u|× |1−u2|× |1−u4|
=

∣∣∣−2isin
π

7
ei π7

∣∣∣× ∣∣∣∣−2isin
2π
7

ei 2π
7

∣∣∣∣× ∣∣∣∣−2isin
4π
7

ei 4π
7

∣∣∣∣
= 8

∣∣∣sin
π

7

∣∣∣× ∣∣∣∣sin
2π
7

∣∣∣∣× ∣∣∣∣sin
4π
7

∣∣∣∣= 8 sin
π

7
sin

2π
7

sin
4π
7

• Conclusion : en remarquant que sin
8π
7

=−sin
π

7
, on obtient :

sin
2π
7

sin
4π
7

sin
8π
7

=−sin
π

7
sin

2π
7

sin
4π
7

=−|P(u)|
8

Finalement

sin
(

2π
7

)
×sin

(
4π
7

)
×sin

(
8π
7

)
=−

p
7

8
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Ensembles et applications
1 Énoncés
111 Écrire en extension chacun des ensembles suivants :

. E = {
n ∈N | n2 = 5

}
. F = {

x ∈R | x2 = 5
}

. G = {
x ∈R | x2 = 1+ x

}
. H est l’ensemble des couples d’entiers (i , j) tels que


1É i É 6
1É j É 6
i+ j = 10

112 Décrire en compréhension (c.à.d. par la donnée d’une propriété caracté-
ristique des éléments) chacun des ensembles suivants :

. E = {1, 3, 5, 7, 9, . . .}

. F = {1, 10, 100, 1000, 10000, . . .}

. G =]−∞ ; −4]∪ [4; +∞[

113 QCM. Pour chacune des six questions suivantes, une seule des quatre
propositions est exacte.

1. Pour toutes parties A et B d’un ensemble E, A∪ (A∩B)= . . .

(a) A (b) B (c) A∩B (d) A∪B

2. On pose I = {
x ∈R | x2 < 4

}
. Alors I ∩Z= . . .

(a) {−1; 1} (b) {0; 1; 2} (c) {0;−1;1} (d) ]−2; 2[

3. Le nombre d’éléments de l’ensemble P (P ({a , b})) est égal à . . .

(a) 2 (b) 4 (c) 8 (d) 16

4. On lance 3 fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées
de 1 à 6. On note les triplets ainsi obtenus. Combien y a-t-il de triplets
différents ?

(a) 3! (b) 36 (c) 63 (d) A3
6

5. Quel est le coefficient de x87 dans l’écriture développée du polynôme
(1− x)100 ?

(a) 87100 (b)
(
100
87

)
(c) −87100 (d) −

(
100
13

)
6. Soit E un ensemble fini de cardinal n où n ∈N∗.

A et B sont deux parties de E, de cardinaux respectifs p et q tels que
1É p É q É n.
On suppose que A ⊂ B. Quel est le nombre de parties X de E telles que
A ⊂ X ⊂ B ?

(a) 2q (b) 2q −2p (c) 2q−p (d)
(
q
p

)

2 Corrigés

111
. E =;
. F =

{
−
p

5 ,
p

5
}

. G =
{

1−p
5

2
,

1+p
5

2

}
. H = {(4;6) , (5;5) , (6;4)}

112
. E = {2k+1 ∈N | k ∈N}= {

n ∈N | (∃k ∈N ; n = 2k+1
) }

. F =
{
10k ∈R ; k ∈N

}
. G = {x ∈R ; |x| Ê 4}

113
1.(a) 2.(c) 3.(d) 4.(c) 5.(d) 6.(c)
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Suites numériques
1 Énoncés
135 1. Soient a et b deux constantes réelles. On considère une suite

(un)n∈N vérifiant pour tout entier naturel n,

un+2 = a un+1 +b un

On suppose que l’équation d’inconnue x, x2 = ax+b admet au moins une
solution c. Démontrer que la suite (vn)n∈N définie par vn = un+1 − c un
est géométrique de raison a− c.

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (Fn)n∈N définie par :{
F0 = 0 ; F1 = 1

∀n ∈N, Fn+2 = Fn+1 +Fn

(a) Résoudre dans R l’équation x2 = x+1.
On notera Φ la solution positive et ϕ la solution négative.

(b) En utilisant 1., exprimer Fn en fonction de n, de Φ et de ϕ.

(c) Déterminer la limite des quotients
Fn+1

Fn
lorsque n tend vers +∞.

136 La suite de Sylvester. On considère la suite (un)n définie par
u0 = 2 et la relation de récurrence :

∀n ∈N, un+1 = u2
n −un +1

1. (a) Montrer que la suite (un)n est croissante.

(b) Démontrer que si (un)n est majorée, alors elle admet pour limite
`= 1.

(c) En déduire que un −→
(n→+∞)

+∞.

2. On définit maintenant la suite (Sn)n par : ∀n ∈N, Sn =
n∑

k=0

1
uk

(a) Vérifier que, pour tout k ∈N,
1

1−uk+1
− 1

1−uk
= 1

uk

(b) À l’aide de la question précédente, simplifier l’expression de Sn.

(c) En déduire que (Sn)n converge et donner sa limite.

137 Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par

un = n−
√

n2 −n ; vn =
√

n(n+a)−n

wn = n
2

sin
nπ
2

; xn = sin(n2)−cos(n3)
n

138 Soit (un) une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose que
npun −→

(n→+∞)
`

1. Montrer que si `< 1 alors un −→
(n→+∞)

0.

2. Montrer que si `> 1 alors un −→
(n→+∞)

+∞.

3. Montrer que dans le cas `= 1 on ne peut rien conclure.

139 On considère les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ définies par

un =
n∑

k=1

1
k3 et vn = un + 1

2n2

1. Démontrer que les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ sont convergentes et ont
la même limite.
On pose `= lim

n−→+∞un

2. Déterminer un entier p tel que up soit une approximation de ` à 0,01
près.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant à l’aide d’une calculatrice :

n valeur approchée de un valeur approchée de vn
à 0,001 près par défaut à 0,001 près par excès

5
10
15

4. Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ` aussi précise
que possible.
On indiquera la précision de cette approximation.
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2 Corrigés

135 1. Soit n ∈N. vn+1 = un+2 −λun+1 = (a un+1 +b un)−λun+1
Or λ étant solution de x2 = ax+b, b =λ2 −aλ=−(a−λ)λ.
Donc vn+1 = a un+1 − (a − λ)λun − λun+1 = (a − λ)un+1 − (a − λ)λun =
(a−λ) (un+1 −λun)

Ainsi ∀n ∈N, vn+1 = (a−λ)vn
ce qui signifie que (vn)n∈N est une suite géométrique de raison q = a−λ

2. (a) Φ= 1+p
5

2
et ϕ= 1−p

5
2

(b) • D’après la question 1., on peut dire que la suite (vn)n∈N de terme
général vn = Fn+1 −ΦFn est géométrique de raison q = 1−Φ =
1−p

5
2

=ϕ. Donc ∀n ∈N, vn = v0 qn = (F1 −ΦF0)×ϕn =ϕn

• De façon analogue, on peut dire que la suite (wn)n∈N de terme
général wn = Fn+1 −ϕFn est géométrique de raison q′ = 1−ϕ =
1+p

5
2

=Φ. Donc ∀n ∈N, wn = w0 q′n = (F1 −ϕF0)×Φn =Φn

• Soit n ∈N. Nous avons donc
{

Fn+1 −ΦFn =ϕn (L1)
Fn+1 −ϕFn =Φn (L2)

En soustrayant membre à membre ces deux égalités : (L2)− (L1),
on obtient (Φ−ϕ)Fn =Φn −ϕn

Or Φ−ϕ=
p

5 donc Fn = Φn −ϕn
p

5

(c) ∀n ∈N∗,
Fn+1

Fn
= Φn+1 −ϕn+1

Φn −ϕn = Φn+1

Φn × 1− ( ϕ
Φ

)n+1

1− ( ϕ
Φ

)n .

En posant x = ϕ

Φ
, on obtient

∀n ∈N∗,
Fn+1

Fn
=Φ× 1− x (xn)

1− xn . Or |ϕ| < 1 et Φ> 1

donc
|ϕ|
Φ

< 1
Φ

< 1 puis |x| < 1 c.à.d −1< x < 1.

Ainsi lim
n→+∞xn = 0. Finalement lim

n−→+∞
Fn+1

Fn
=Φ

136 1. (a) Soit n ∈N, alors un+1 −un = u2
n −2un +1= (un −1)2 Ê 0

La suite est donc croissante.

(b) Supposons (un) majorée. Comme elle est aussi croissante, on en
déduit qu’elle converge vers une limite ` ∈R. Or ∀n ∈N, un+1 =
u2

n −un +1. On en déduit que : `= `2−`+1, puis que `= 1.

(c) La suite étant croissante et de premier terme u0 > 1, on en déduit
qu’elle ne peut pas être majorée (sinon elle convergerait vers 1 et
ne pourrait donc pas être croissante). Ainsi, (un)n est croissante et
non majorée, elle diverge donc vers +∞.

2. (a) Soit k un entier naturel. En réduisant au même dénominateur et en
utilisant la relation de récurrence qui définit la suite, on obtient :

1
1−uk+1

− 1
1−uk

= (1−uk)− (1−uk+1)
(1−uk) (1−uk+1)

= uk+1 −uk

(1−uk)
(
uk −u2

k

)
= (uk −1)2

(1−uk)uk (1−uk)

= 1
uk

(b) Grâce à la question précédente, on remarque que Sn est une somme
télescopique. En effet,

Sn =
n∑

k=0

(
1

1−uk+1
− 1

1−uk

)
=

n∑
k=0

1
1−uk+1

−
n∑

k=0

1
1−uk

=
n+1∑
k=1

1
1−uk

−
n∑

k=0

1
1−uk

= 1
1−un+1

− 1
1−u0

(c) Sachant que un →+∞, on peut passer à la limite dans l’expression
précédente. On obtient :

Sn −→
(n→+∞)

− 1
1−2

= 1.
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137 • ∀ ∈N∗, un = (n−
p

n2 −n) (n+
p

n2 −n)

n+
p

n2 −n
= n

n
(
1+

√
1− 1

n

) −→
(n→+∞)

1
2

• ∀n ∈N∗∩ [−a , +∞[, vn = (
p

n(n+a)−n)(
p

n(n+a)+n)
(
p

n(n+a)+n)
= a n

n
(√

1+ a
n +1

) = a√
1+ a

n +1
−→

(n→+∞)

a
2

• ∀n ∈N, w2n = 0 et w4n+1 =
(
n+ 1

2

)
sin

(
2nπ+ π

2

)
= n+1/2 −→

(n→+∞)
+∞

La suite (wn) ne converge pas.

• ∀n ∈N∗, |xn| É 2
n

. D’après le théorème d’encadrement, lim
n→+∞xn = 0

138 1. Soit ρ = 1+`
2

, de sorte que `< ρ < 1. Comme npun → `< ρ, il existe

un rang N à partir duquel npun É ρ, donc ∀n Ê N, 0É un É ρn −→
(n→+∞)

0.

2. Même raisonnement, mais par minoration.

3. un = n, un = 1, et un = 1
n

sont des exemples qui montrent qu’on ne peut
rien conclure.

139 1. • ∀n ∈N∗, un+1 −un = 1
(n+1)3

Alors ∀n ∈N∗, un+1 −un > 0

Donc la suite (un) est strictement croissante

• ∀n ∈N∗, vn+1 −vn = (un+1 −un)+ 1
2(n+1)2

− 1
2n2

= 1
(n+1)3

+ 1
2(n+1)2

− 1
2n2 = 2n2 +n2(n+1)− (n+1)3

2n2(n+1)3

= 2n2 +n3 +n2 − (n3 +3n2 +3n+1)
2n2(n+1)3

= −(3n+1)
2n2(n+1)3

Alors ∀n ∈N∗, vn+1 −vn < 0 .
Donc la suite (vn) est strictement décroissante

• ∀n ∈N∗, vn −un = 1
2n2 avec lim

n→+∞2n2 =+∞ . Donc lim
n→+∞vn −un = 0

• Ainsi les suites (un) et (vn) sont adjacentes. On en déduit qu’elles sont
convergentes et qu’elles ont même limite.
Cette limite commune est notée `.

2. Nous avons ∀n ∈N∗, un < `< vn . Donc ∀n ∈N∗, 0< `−un < 1
2n2

D’où |un −`| < 1
2n2 Pour que up soit une approximation de ` à 0,01

près, il suffit que
1

2p2 É 0,01 c.à.d. p2 Ê 50. On prendra p = 8

3.

n valeur approchée de un valeur approchée de vn
à 0,001 près par défaut à 0,001 près par excès

5 1,185 1,206
10 1,197 1,203
15 1,199 1,203

4. D’après le tableau ci-dessus : 1,199É u15 < `< v15 É 1,203

Alors 1,199< `< 1,203 Posons a = 1,199+1,203
2

= 1,201
On peut dire que a = 1,201 est une valeur décimale approchée de ` à la

précision
1,203−1,199

2
= 0,002
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Limites et continuité
1 Énoncés
164 Étudier la limite éventuelle de la fonction f à l’endroit indiqué :

1. f : x 7−→ cos x
1− x

en +∞

2. f : x 7−→ tan(3x)p
x

en 0+

3. f : x 7−→
p

1+ x−p
1− x

x
en 0

165 L’équation x5 = 5x−1 admet-elle des solutions ? Si oui, combien ?

166 Pour tout entier naturel n, on note fn la fonction définie sur R par :

fn(x)= x5 +n x−1

1. Déterminer les limites de fn en +∞ et en −∞.

2. Étudier le sens de variation de la fonction fn .

3. Démontrer que l’équation d’inconnue x, fn(x) = 0 admet une solution
unique dans l’intervalle [0;1].
Cette solution, qui dépend de n, sera notée un .

4. (a) Donner la valeur exacte de u0 .

(b) À l’aide de la calculatrice, proposer une valeur décimale approchée
de u1 à 10−3 près par excès.

5. (a) Quel est le signe de fn

(
1
n

)
?

Prouver que pour tout entier naturel n non nul, un É 1
n

(b) En déduire la limite de un lorsque n tend vers +∞ .

6. Déterminer un équivalent simple de un lorsque n tend vers +∞.

2 Corrigés

164 1. Soit x > 1. −1É cos x É 1 et 1− x < 0 d’où
−1

1− x
Ê cos x

1− x
Ê 1

1− x

Donc ∀x > 1,
−1

x−1
É f (x)É 1

x−1
Or lim

x→+∞
1

x−1
= 0 .

Ainsi lim+∞ f = 0

2. ∀x ∈
]
0;
π

6

[
, f (x)= sin(3x)p

x
× 1

cos(3x)
f (x)= sin(3x)

3x
× 3

p
x

cos(3x)

Or lim
x→0

3x = 0 et lim
t→0

sin t
t

= 1 d’où par composition, lim
x→0

sin(3x)
3x

= 1

De plus lim
x→0

cos(3x)= cos(0)= 1 et lim
x→0

3
p

x = 0

Par conséquent lim
0

f = 0

3. ∀x ∈ [−1;1]\{0} , f (x)= (
p

1+ x−p
1− x) (

p
1+ x+p

1− x)

x (
p

1+ x+p
1− x)

∀x ∈ [−1;1]\{0} , f (x)= 2p
1+ x+p

1− x
Or lim

x→0

p
1+ x = lim

x→0

p
1− x = 1. Donc lim

0
f = 1

165 On introduit la fonction f définie sur R par f (x)= x5 −5x+1.
Alors l’équation x5 = 5x−1 équivaut à f (x)= 0.
Étudions la fonction f .

1. Limites aux bornes de l’ensemble de définition.
lim+∞ f = lim

x→+∞x5 =+∞ et lim−∞ f =−∞.

2. Sens de variations de la fonction f .
En tant que fonction polynômiale, f est dérivable sur R.
Pour tout réel x, f ′(x)= 5x4 −5= 5(x2 −1)(x2 +1)
Puisque x2 +1 Ê 1 > 0 , f ′(x) est du signe du trinôme x2 −1 dont les
racines sont 1 et -1.
On en déduit immédiatement le tableau de variations suivant :

x −∞ −1 1 +∞
f ′(x) + 0 − 0 +

5 +∞
f ↗ ↘ ↗

−∞ −3
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3. Application du théorème de la bijection.

• La fonction f est continue et strictement croissante sur ]−∞ ;−1[.
Le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires permet alors de
dire que f est bijective de ]−∞ ;−1[ sur l’intervalle image

f (]−∞ ;−1[)=
]
lim−∞ f ; f (−1)

[
=]−∞ ;5[

Autrement dit, tout réel de ]−∞ ;5[ admet un unique antécédent par la
fonction f dans l’intervalle ]−∞ ;−1[.
En particulier l’équation f (x)= 0 admet une unique solution dans l’inter-
valle ]−∞ ;5[, on notera α1 cette première solution.

• On montre de façon analogue que l’équation f (x)= 0 admet une seule
solution α2 dans l’intervalle [−1;1]. Et enfin, l’équation f (x)= 0 admet
une unique solution dans ]1;+∞[.

Finalement l’équation f (x)= 0 admet exactement trois solutions α1 , α2

et α3 telles que :
α1 <−1Éα2 É 1<α3

4. Utilisation de la calculatrice.
Par exemple, pour obtenir une approximation de α2 sur Ti89, on entre :
solve(x5=5*x-1,x)|x>-1 and x<1

α1 ≈−1,542 à 10−3 près par défaut.

α2 ≈ 0,200 à 10−3 près par défaut.

α3 ≈ 1,441 à 10−3 près par excès.

166 1. lim
x→+∞ fn(x)= lim

x→+∞x5 =+∞. De même lim
x→−∞ fn(x)=−∞

2. fn est la somme des deux fonctions u : x 7→ x5 et v : x 7→ n x−1.

La fonction u est une fonction puissance dont l’exposant 5 est un entier
naturel impair. Donc u est strictement croissante sur R.

La fonction v est affine, de coefficient directeur n Ê 0. Donc v est crois-
sante sur R.

Par conséquent fn = u+v est strictement croissante sur R.

x −∞ +∞
+∞

fn ↗
−∞

3. En tant que fonction polynôme, fn est continue sur R a fortiori sur [0;1].
Elle est de plus strictement croissante sur [0;1].
Or fn(1)= n et fn(0)< 0< fn(1). On en déduit, d’après le théorème de
la bijection, que l’équation d’inconnue x, fn(x) = 0 admet une unique
solution un dans l’intervalle [0;1].

On retiendra que fn(un)= 0 et que 0É un É 1.

4. (a) u0 est l’unique solution dans [0;1] de l’équation x5 −1 = 0. Donc
u0 = 1

(b) u1 ≈ 0,755 à 10−3 près par excès.

5. (a) Soit n ∈N∗. Alors fn(1/n)=
(

1
n

)5
+n

(
1
n

)
−1= 1

n5 +1−1= 1
n5

Donc fn(1/n)> 0 c.à.d. fn(1/n)> fn (un) (?)

Si l’on avait un > 1
n

alors on aurait, d’après la croissance de fn sur

R, fn (un)Ê fn

(
1
n

)
ce qui contredit (?).

Par conséquent un É 1
n

(b) D’après 4. et 6.(a), ∀n ∈N∗, 0É un É 1
n

avec lim
n→+∞

1
n
= 0+

Le théorème des gendarmes permet de conclure que lim
n→+∞un = 0+

6. On rappelle que pour tout entier naturel n, fn(un)= 0

c.à.d. u5
n +n un −1= 0. D’où ∀n ∈N, n un = 1−u5

n
Or lim

n→+∞u5
n = 0. Donc lim

n→+∞(1−u5
n)= 1. Finalement

lim
n−→+∞ n un = 1 et un ∼

(n−→+∞)

1
n
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Dérivation
1 Énoncés
191 On considère la fonction f définie sur R par : f (x)= xex

1. Déterminer la limite de f en −∞.

2. Étudier le sens de variations de la fonction f surR et dresser son tableau
de variations complet.

3. On pose I = [−1 , +∞[. Justifier que la restriction de f à l’intervalle I est
bijective de I sur un intervalle J que l’on précisera.

4. On note W la bijection réciproque de f| I .

(a) Simplifier pour tout réel t appartenant à J, W(t)eW(t).

(b) Dresser le tableau de variation de W sur J.
Donner les valeurs de W(0) et de W(e).

5. (a) Montrer que la fonction W est dérivable sur l’intervalle ouvert
]−e−1 , +∞[ et que

∀ t ∈]−e−1 , +∞[\{0} , W ′(t)= W(t)
t
(
1+W(t)

)
(b) Que vaut W ′(0) ?

6. (a) Montrer que, pour tout réel t > 0, ln(W(t))+W(t)= ln t.

(b) Donner la limite de W en +∞ et en déduire lim
t→+∞

lnW(t)
W(t)

(c) Déduire des deux questions précédentes, un équivalent simple de
W(t) lorsque t tend vers +∞.

7. Tracer sur la figue ci-dessous, la courbe représentative CW de la fonction
W . On fera apparaître les tangentes aux points d’abscisse 0 et −e−1.

192 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de défini-
tion, les branches infinies aux bornes du domaine de définition, puis calculer
leur dérivée.

1. f (x)= x− ln(1+ x)
x

2. f (x)= −x ln(x)
1+ x2

3. f (x)= ln
(

ex −1
x

)
4. f (x)= −x

(1− x) ln(1− x)

193 Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction fn sur [−π , π]
par :

fn(x)=
√

1
n
+sin2(x)

1. Calculer fn(0) et fn(π).

2. Montrer que fn est une fonction paire.

3. (a) Justifier que fn est dérivable sur [−π , π] et calculer f ′n(x).

(b) Étudier les variations de la fonction fn sur [0 , π]. Dresser le tableau
de variations de fn sur [−π , π].

4. (a) Soit x un réel fixé de l’intervalle [−π , π].
Déterminer la limite de fn(x) lorsque n tend vers +∞.

(b) On pose pour tout réel x de [−π , π], ϕ(x)= lim
n−→+∞ fn(x)

La fonction ϕ est-elle continue en zéro ?
Est-elle dérivable en zéro ?

194 Final 2020.

1. Énoncer le théorème des accroissements finis.

2. En utilisant ce théorème, démontrer que pour tout réel x appartenant à
[0 , 1],

x É ex −1É xe
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2 Corrigés

191 ∀x ∈R, f (x)= xex

1. Pour tout réel x ∈]−∞ , 0[ ,

f (x)=− (−x)
e−x =− 1( e−x

−x
)

D’où lim
x→−∞ f (x)= 0−

2. f est dérivable sur R et ∀x ∈R, f ′(x)= ex + xex = (1+ x)ex

Or f ′(−1)= 0 et ∀x ∈]−1 , +∞(, f ′(x)> 0.
Donc f est strictement croissante sur I = [−1 , +∞[.

On justifie que f est strictement décroissante sur ]−∞ , −1].

3. La fonction f est continue et strictement croissante sur
l’intervalle I. Donc, d’après le théorème de la bijection, f est bijective
de I sur l’ intervalle image :

J = f (I)=
[

f (−1) , lim+∞ f
[
= [−e−1 , +∞[

4. (a) Soit t ∈ J. Puisque f|I ◦W = idJ , nous avons

W(t)eW(t) = ( f ◦W)(t)= t .

(b) La fonction W est strictement croissante sur J. Comme f (0)= 0 et
f (1)= e, on en déduit que W(0)= 0 et de W(e)= 1.

5. (a) • Soit t ∈]−e−1 , +∞[. Alors ∃ !x ∈]−1 , +∞[ ; t = f (x)
De plus, f est dérivable en x et f ′(x)= (1+x)ex 6= 0. Donc la bijection
réciproque de f|I est dérivable en t.
Ainsi W est dérivable sur l’intervalle ouvert ]−e−1 , +∞[.

• Soit t >−e−1. Alors W ′(t)= (
f −1
|I

)′(t)= 1
f ′

(
f −1
|I (t)

) = 1
f ′

(
W(t)

)
Donc W ′(t)= 1(

1+W(t)
)
eW(t)

(b) W ′(0)= 1(
1+W(0)

)
eW(0) = 1

6. (a) Soit t > 0. On a vu en 4.(a) que W(t)eW(t) = t.
Comme t > 0⇒W(t)>W(0)⇒W(t)> 0,
on obtient, par passage au logarithme népérien :

ln
(
W(t)eW(t))= ln t c’est-à-dire ln(W(t))+ ln

(
eW(t))︸ ︷︷ ︸

W(t)

= ln t

(b) D’après 4.(b), lim
t→+∞W(t)=+∞. On sait de plus que lim

X→+∞
ln X

X
= 0.

D’où, par composition

lim
t→+∞

ln(W(t))
W(t)

= 0

(c) Pour tout réel t > 0, ln(W(t))+W(t)= ln t et W(t)> 0

d’où
ln(W(t))

W(t)
+1= ln t

W(t)
.

Donc lim
t→+∞

ln t
W(t)

= 1

ce qui revient à dire que W(t) ∼
(t→+∞)

ln t

7. Courbe représentative de W en vert ci-dessous :
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192

1. D f =]−1;0[∪]0;+∞[, asymptote d’équation y= 1 en +∞, asymptote ver-
ticale d’équation x =−1 et prolongement par continuité en 0 en posant
f (0)= 0.

De plus f est dérivable sur D f avec ∀x ∈R∗, f ′(x)= (1+ x) ln(1+ x)− x
x2(1+ x)

On verra plus tard (en MTB) que pour tout réel x voisin de 0,

ln(1+ x)= x− x2

2
+ x2 ε(x) avec lim

x→0
ε(x)= 0

Donc f est dérivable en zéro avec f ′(0)= 1/2.
Mieux : f est de classe C 1 sur ]−1 , +∞[.

2. D f =]0;+∞[, prolongement par continuité en 0 en posant f (0)= 0, asymp-
tote d’équation y= 0 en +∞ et

f est dérivable sur D f avec f ′(x)= (x2 −1)ln(x)− (x2 +1)
(x2 +1)2

.

∀x > 0,
f (x)− f (0)

x−0
= f (x)

x
= − ln x

1+ x2 −→
(x→0+)

+∞. Donc f n’est pas déri-

vable en zéro, mais sa courbe représentative admet une demi-tangente
verticale au point O(0 ,0) origine du repère.

3. D f =R∗, prolongement par continuité en 0 en posant f (0)= 0, branche
parabolique de direction la droite d’équation y= x en +∞, branche para-
bolique de direction l’axe (Ox) en −∞.

f est dérivable sur R∗ et ∀x ∈R∗, f ′(x)= xex −ex +1
x(ex −1)

.

On verra plus tard (en MTB) que pour tout réel x voisin de 0,

ex = 1+ x+ x2

2
+ x2 ε(x) avec lim

x→0
ε(x)= 0

D’où lim
x→0

f ′(x)= 1
2

. Donc f est dérivable en zéro et f ′(0)= 1/2.

Mieux : f est de classe C 1 sur R.

4. D f =]−∞;1[, asymptote verticale d’équation x = 1 (lim
1

f =+∞), asymp-

tote d’équation y= 0 en −∞, et f ′(x)=− ln(1− x)+ x
((1− x) ln(1− x))2

193

1. fn(0)= fn(π)=
√

1
n

2. [−π ,π] est centré en 0 et ∀x ∈ [−π ,π]

fn(−x)=
√

1
n
+sin2(−x)=

√
1
n
+ (−sin x)2 = fn(x)

3. (a) Notons un la fonction définie sur [−π ,π] par un(x)= 1
n
+sin2(x)

En tant produit et somme de fonctions dérivables sur [−π ,π], un
est elle-même dérivable sur [−π ,π]. D’autre part, un carré étant

toujours positif, ∀x ∈ [−π ,π], un(x)Ê 1
n
+0> 0.

Donc la fonction fn =p
un est dérivable sur [−π ,π] .

De plus, u′
n(x)= 0+2sin(x)sin′(x)= 2sin xcos x = sin(2x)

Donc f ′n(x)= u′
n(x)

2
√

un(x)
= sin(2x)

2 fn(x)

(b) Résolvons dans [0 ,π] l’inéquation f ′n(x)> 0.
f ′n(x)> 0 ⇐⇒ sin(2x)> 0 ⇐⇒ 0< 2x <π
⇐⇒ 0< x < π

2
Donc la fonction fn est strictement croissante sur [0 ,

π

2
]

On montre de façon analogue que
∀x ∈

]π
2

,π
[

, f ′n(x)< 0. Donc fn décroît strictement sur
]π

2
,π

[
x −π −π

2
0

π

2
π

f ′n(x) 0 + 0 − 0 + 0 − 0
an an

fn ↗ ↘ ↗ ↘
bn bn bn

avec an =
√

1+ 1
n

et bn =
√

1
n

4. (a) x étant fixé, lim
n−→+∞un(x)= sin2(x) et lim

t−→sin2(x)

p
t =

√
sin2(x) = |sin x|

par continuité de la fonction racine carrée sur R+.
On en déduit par composition que

lim
n→+∞ fn(x)= |sin x|
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(b) ∀x ∈ [−π ,π], ϕ(x)= |sin x| =
{

sin x si x ∈ [0 ,π]
−sin x si x ∈ [−π ,0]

lim
x→0+

ϕ(x)= lim
x→0−

ϕ(x)= 0=ϕ(0) donc ϕ est continue en zéro .

Mais lim
x→0+

ϕ(x)−ϕ(0)
x−0

= lim
x→0+

sin x
x

= 1 et

lim
x→0−

ϕ(x)−ϕ(0)
x−0

= lim
x→0−

−sin x
x

=−1

Donc ϕ n’est pas dérivable en 0

194 1. Soit f : [a,b]−→R une fonction continue sur le segment [a,b] et
dérivable sur l’intervalle ouvert ]a,b[ avec a < b. Alors il existe au moins
un réel c ∈]a,b[ tel que

f (b)− f (a)= f ′(c) (b−a)

2. On se fixe un réel x appartenant à [0 , 1].
— 1er cas : supposons x > 0. On applique le théorème des accroissements

finis en prenant f = exp, a = 0 et b = x. La fonction exp est dérivable
sur R, a fortiori continue sur [0 , x] et dérivable sur ]0 , x[.
Donc il existe c ∈]0 , x[ tel que ex −e0 = exp′(c) (x−0)

c’est-à-dire ex −1= xec

Or c ∈]0 , x[⇒ 0É c É 1⇒ e0 É ec É e1 ⇒ 1É ec É e⇒ x É xec É xe
Donc x É ex −1É xe

— 2ème cas : supposons x = 0. Alors ex −1= e0 −1= 1−1= 0 et xe= 0.
Donc l’encadrement x É ex −1É xe reste valable dans ce cas trivial.
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Polynômes
1 Énoncés
220 Soient θ ∈R et n ∈N.

Déterminer le reste de la division euclidienne du polynôme
P(X )= (X sinθ+cosθ)n par X2 +1.

221 Final 2022 .
On considère le polynôme P(X ) = (X2 +3X )2 + (3X +5)2 appartenant à

R[X ].

1. (a) Donner le degré et le coefficient dominant du polynôme P(X ).

(b) Justifier que P(X ) n’admet aucune racine réelle.

2. (a) Démontrer que si α est une racine complexe de P(X ) alors P(α)= 0

(b) En considérant que P(X ) ∈C[X ], factoriser le polynôme P(X ) en un
produit de deux polynômes du second degré à coefficients complexes.

(c) Résoudre dans C l’équation : z2 +3(1+ i)z+5i = 0.

(d) En déduire les racines complexes de P(X ).

222 Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère le polynôme P ∈C[X ]
défini par :

P = (1+ X )n − X n

1. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.

2. Démontrer que si z est une racine de P alors Re(z)=−1
2

3. (a) Démontrer que, pour tout réel x, eix −1= 2 i sin
( x
2

)
ei x

2

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction des
racines n-ièmes de l’unité.

(c) Écrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En déduire le
module et un argument de chacune de ces racines.

4. On note z1 , z2 , . . . , zn−1 les racines du polynôme P. Calculer la somme :

n−1∑
k=1

1
zk

5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de l’entier n Ê 2,
l’équation d’inconnue x :

(1+ x)n = xn

223 Final 2013 .

1. Soit P un polynôme à coefficients réels P =
n∑

k=0
ak X k.

Montrer que si α ∈C est une racine de P, alors α est aussi une racine
de P.

2. On considère le polynôme

Q =−X5 +2X4 +7X3 +2X2 +8X .

(a) Vérifier que Q(i)= 0.

(b) Sans effectuer de calcul, montrer que Q est divisible par X2 +1.

(c) Décomposer Q en produit de facteurs irréductibles sur R[X ] et sur
C[X ].

page 17 UTBM
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2 Corrigés

220
Il existe un unique couple (Q,R) de polynômes tel que
P(X )= (X2 +1)Q(X )+R(X ) avec deg(R(X ))É 1.
On évalue le reste en X = i et en X =−i, et on trouve

R(X )= X sin(nθ)+cos(nθ)

221 1. (a) Soit P(X )= (X2+3X )2+(3X+5)2 . En développant, on obtient :

P(X )= X4 +6X3 +18X2 +30X +25.

Donc P(X ) est de degré 4 et son coefficient dominant est 1.

(b) Démontrons par l’absurde que P(X ) n’admet aucune racine réelle.
Supposons que P(X ) admette au moins une racine réelle α.
Alors P(α)= 0. Or, P(α)= (

α2 +3α
)2 + (3α+5)2. Puisque α ∈R, on a(

α2 +3α
)2 Ê 0 et (3α+5)2 Ê 0, donc :

0É (
α2 +3α

)2 É P(α) et 0É (3α+5)2 É P(α).

Sachant que P(α)= 0, on en déduit :(
α2 +3α

)2 = 0 et (3α+5)2 = 0.

α est donc solution du système suivant :{
α2 +3α= 0
3α+5= 0.

Résolvons ce système :{
α2 +3α= 0
3α+5= 0

⇐⇒
α (α+3)= 0

α=−5
3

⇐⇒
α= 0 ou α+3= 0

α=−5
3

⇐⇒
α ∈ {

0;−3
}

α=−5
3

⇐⇒


−5

3
∈ {

0;−3
}

α=−5
3

.

On obtient une contradiction car −5
3
∉ {

0;−3
}
.

Par conséquent, P(X ) n’admet aucune racine réelle .

2. (a) Soit α une racine complexe de P(X ). Calculons P(α).

P(α)= (
α2 +3α

)2 + (3α+5)2

=
(
α2 +3α

)2 + (
3α+5

)2

= (
α2 +3α

)2 + (3α+5)2

= P (α).

Puisque P(α)= 0, alors : P (α)= 0= 0 .

(b) Par définition de P(X ),

P(X ) = (X2 +3X )2 + (3X +5)2

= (X2 +3X )2 − i2(3X +5)2

= (X2 +3X )2 − (3iX +5i)2

= (
(X2 +3X )− (3iX +5i)

)(
(X2 +3X )+ (3iX +5i)

)
= (

X2 +3(1− i)X −5i
)(

X2 +3(1+ i)X +5i
)

.

(c) Pour résoudre dans C l’équation z2 +3(1+ i)z+5i = 0 d’inconnue z,
on commence par calculer son discriminant ∆ :

∆= (3(1+ i))2 −4×1×5i = 9
(
1+2i+ i2)−20i =−2i.

On remarque que : ∆= 2ei 3π
2 =

(p
2ei 3π

4

)2
.

Donc l’équation z2 +3(1+ i)z+5i = 0 admet deux solutions z1 et z2
dans C qui sont données par :

z1 = −3(1+ i)−p
2ei 3π

4

2×1
et z2 = −3(1+ i)+p

2ei 3π
4

2×1
.

Or,

p
2ei 3π

4 =
p

2
(
cos

(
3π
4

)
+ isin

(
3π
4

))
=
p

2

(
−
p

2
2

+ i
p

2
2

)
=−1+ i.

Par conséquent, les solutions de l’équation z2+3(1+ i)z+5i = 0 sont
:

z1 =−1−2i et z2 =−2− i .
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(d) Le polynôme P(X ) étant de degré 4, il admet au plus 4 racines
complexes distinctes.
D’après la question précédente, les racines du polynôme X2 −3(1+
i)X +5i sont z1 =−1−2i et z2 =−2− i. Puisque ce polynôme divise
P(X ) dans C[X ] (d’après la question 2(b)), on en déduit que z1 et z2
sont deux racines complexes de P(X ).
D’après la question 2(a), P (z1) = P (z2) = 0. Donc z1 = −1+2i et
z2 =−2+ i sont également des racines de P(X ).
Ainsi, z1, z2, z1 et z2 sont 4 racines distinctes de P(X ). On en déduit
que les racines complexes de P(X ) sont exactement :

z1 =−1−2i, z2 =−2− i, z1 =−1+2i et z2 =−2+ i .

222

1. P(X )=
n−1∑
k=0

(
n
k

)
X k donc degP = n−1

et son coefficient dominant est

(
n

n−1

)
= n.

2. Soit z une racine de P(X ) : (1+ z)n = zn, en prenant le module de chaque
membre de cette égalité, on obtient |1+ z|n = |z|n d’où |1+ z| = |z|.
En interprétant géométriquement le module comme étant une distance,
on est amené à déterminer l’ensemble des points M(z) du plan complexe,
tels que MA = MO où A désigne le point d’affixe −1. Il s’agit de la
médiatrice du segment [OA] qui est l’ensemble des points M d’affixe z

telle que ℜe(z)=−1
2

3. (a)
eix −1 = eix/2 × (eix/2 −e−ix/2)

= eix/2 × (2isin(x/2))

(b) z est une racine de P(X ) ssi

(1+ z)n = zn

⇐⇒
(

1+ z
z

)n
= 1 (car z = 0 n’est pas solution)

⇐⇒
(
1+ 1

z

)n
= 1

Ce qui montre que 1+ 1
z

est une racine n-ième de l’unité différente

de 1. Soit ωk une telle racine : 1+ 1
z
=ωk, ce qui donne

z = 1
ωk −1

.

(c) On vérifie facilement que les racines n-ième de l’unité différente de
1 s’écrivent ωk = e2ikπ/n où k varie de 1 à n−1. Ainsi,

z = 1
ωk −1

= 1
e2ikπ/n −1

= 1
2isin(kπ/n)eikπ/n

= −i
2sin(kπ/n)

e−ikπ/n

= 1
2sin(kπ/n)

ei(3π/2−kπ/n).

Ainsi le module des racines est
1

2sin(kπ/n)
, et leurs arguments

modulo (2π) sont 3π/2−kπ/n pour k variant de 1 à n−1.

4. D’après 3.(b), zk = 1
ωk −1

, donc
1
zk

=ωk −1 où ωk est une racine n-ième

de l’untité différente de 1. Ainsi,

n−1∑
k=1

1
zk

=
n−1∑
k=1

(ωk −1)

=
n−1∑
k=1

ωk − (n−1) : on reconnaît la somme des racines n-ièmes de l’unité

=
n−1∑
k=0

ωk︸ ︷︷ ︸
0

−1− (n−1) où ω0 = 1

=−n

5. Les racines réelles de l’équation (1+x)n = xn sont les racines du polynôme
P(X ) qui sont à valeurs réelles (celles dont l’argument est égal à ±π
modulo (2π)). D’après 3.(c), il faut que n soit pair, et que k soit égal à n/2,
on obtient donc une seule solution qui est

x =−1
2

.
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223

1. En utilisant les propriétés de la conjugaison complexe, on obtient :

P(α)=
n∑

k=0
ak(α)k =

n∑
k=0

akαk

Or ∀k ∈ �0,n�, ak ∈R=⇒ ak = ak et akαk = akαk = akαk

Donc P(α)=
n∑

k=0
akαk = 0= 0.

2. (a) On a :

Q(i)=−i5 +2i4 +7i3 +2i2 +8i =−i+2−7i−2+8i = 0.

(b) D’après la question 1., −i est aussi une racine de Q. On en déduit
que Q est divisible par (X − i)(X + i)= X2 +1.

(c) On commence par factoriser Q par X :
Q = X (−X4 +2X3 +7X2 +2X +8).

On pose la division euclidienne de −X4 +2X3 +7X2 +2X +8 par
X2 +1 :

−X4 + 2X3 + 7X2 + 2X + 8 X2 +1
− (−X4 − X2 ) ↓

2X3 + 8X2 + 2X −X2 +2X +8
− (2X3 + 2X ) ↓

8X2 + 8
− (8X2 + 8)

0

et on trouve
Q = X (X2 +1)(−X2 +2X +8)

Enfin, on constate que x1 = −2 est racine «évidente» du trinôme
−X2 +2X +8 (car −(−2)2 −2×2+8= 0). En notant x2 l’autre racine
de −X2 +2X +8, on sait que

x1 x2 = c
a

avec a =−1 et c = 8

D’où x2 = −8
−2

= 4.

La décomposition de Q en produit de facteurs irréductibles surR[X ]
est donc donnée par :

Q =−X (X2 +1)(X +2)(X −4)

puisqu’il s’agit d’un produit de polynômes de degré 1 et 2 et que le
seul polynôme de degré 2 est à racines complexes.
Enfin, la décomposition sur C[X ] est donnée par :

Q =−X (X − i)(X + i)(X +2)(X −4)
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arcsin, arccos, arctan

1 Énoncé
236

1. Donner trois expressions différentes pour cos(2x).

2. Prouver l’égalité :

arccos
(

3
4

)
= 2 arcsin

(p
2

4

)

237 Final 2022. On définit la fonction f sur R+∗ =]0 , +∞[ par :

∀x ∈]0 , +∞[, f (x)= arctan x
x

.

1. (a) Justifier que f est dérivable sur I =]0 , +∞[.
Calculer f ′(x) pour tout réel x > 0.

(b) On admet que que, pour tout réel x > 0,
x

1+ x2 < arctan x.

En déduire que f est bijective de I sur un intervalle J.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en zéro.

2 Corrigé

236

1. Pour tout réel x,

cos(2x)= cos2 x−sin2 x = 2 cos2 x−1= 1−2 sin2 x

2. Posons a = arccos
(

3
4

)
, b = 2 arcsin

(p
2

4

)
et x = arcsin

(p
2

4

)
.

Calculons les cosinus de a et b.
. cosa = 3/4 car ∀ t ∈ [−1 , 1], cos(arccos t)= t

. cosb = cos(2x)= 1−2 sin2 x = 1−2×
(p

2
4

)2

= 1− 1
4
= 3

4
. Les réels a et b ont même cosinus. De plus a ∈ [0 , π] (car la fonction

arccos est à valeurs dans [0 , π]) et x ∈ [0 , π/2] (car x est l’arcsinus
d’un réel positif). Donc a et b = 2x appartiennent tous les deux à
l’intervalle [0 , π].

On en déduit que a = b
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237 1. (a) Notons que puisque la fonction arctan est dérivable sur R et

que la fonction «inverse» x 7→ 1
x

est dérivable sur R+∗, par produit,

f est dérivable sur I =R∩R+∗ =]0 , +∞[. De plus,

∀x ∈ I, f ′(x) = arctan′(x)× x−arctan(x)×1
x2

=
1

1+x2 × x−arctan(x)

x2

=
x

1+x2 −arctan(x)

x2 .

(b) Étudions la monotonie de f sur I =]0,+∞[. Soit x ∈ I. D’après la
question précédente,

f ′(x)=
x

1+x2 −arctan(x)

x2 .

Or x2 > 0 et d’après l’inégalité admise
x

1+ x2 −arctan(x)< 0,

on obtient f ′(x)< 0. Par conséquent, f ′ est strictement négative sur
I, donc f est strictement décroissante sur I. D’autre part, f étant
dérivable sur I, elle est continue sur I. Ainsi f vérifie les hypothèses
du théorème de la bijection. Il en découle que f réalise une bijection
de l’intervalle I dans l’intervalle

J = f (I)=
]

lim
x→+∞ f (x), lim

x→0
f (x)

[
.

— On sait que la fonction arctan est dérivable en 0.

D’où lim
x→0

arctan x−arctan0
x−0

= arctan′(0)

c’est-à-dire lim
x→0

arctan x
x

= 1
1+02 = 1

Donc lim
x→0+

f (x)= 1 .

— lim
x→+∞ f (x)= lim

x→+∞

(
arctan(x)× 1

x

)
, avec lim

x→+∞
1
x
= 0

et lim
x→+∞arctan(x)= π

2
. Donc lim

x→+∞ f (x)= 0.

Ainsi, f réalise une bijection de I =]0,+∞[ sur J =]0,1[ .

2. f admet une limite finie en 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.
Si on note f le prolongement par continuité de f à l’intervalle [0,+∞[,
alors : f (0)= lim

x→0
f (x) i.e. f (0)= 1 .
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