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Logique et raisonnements

1 Enoncé
Soient les quatre assertions suivantes :

(P1) 3xeR,VyeR, x+y>0 - (Po)VxeR,IyeR; x+y>0

(Ps)VxeR,VyeR, x+y>0 — (PYIxeR;VyeR, »2>x.

— Les assertions P; sont-elles vraies ou fausses ?
— Donner leur négation.

1.

2 Corrigé

(P1) est fausse. Car sa négation qui est Vx € R,3ye R; x+y <0 est
vraie. Etant donné x € R, il existe toujours un y € R tel que x + y <0, par
exemple on peut prendre y=—(x+1) et alorsx+y=x—x—-1=-1<0.
(P3) est vraie, pour un x donné, on peut prendre (par exemple) y = —x +1
etalorsx+y=1>0.

La négation de (P2) est Ixe R; VyeR, x+y<O.

. (P3) est fausse, par exemple x = —1, y =0.

La négation est 3xeR,3ye R; x+y <O0.

. (Py) est vraie, on peut prendre x = —1.

La négation est : Vxe R,3ye R ; y% <x.
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Calculs dans R

1 Enoncés
m Résoudre dans R,

[2=x|+]x+5]|=T7 et [22—-1|-2[4x+2|+|x+3|=2

On se propose dans cet exercice, de résoudre 'équation (E) : x°>=3x+1

1. A la calculatrice, faire tracer la courbe représentative de la fonction
f :x— x° ainsi que la droite d’équation y = 3x+ 1. Conjecturer le nombre
de solutions de I’équation (E).

2. On admet que I’équation (E) a trois solutions que I'on notera a, b et ¢
aveca<b<c.
A laide de la calculatrice, proposer des valeurs approchées & 1073 pres
dea,betc.

3. (a) Exprimer sin(3t) en fonction de sin# pour un réel ¢ quelconque.

(b) Prouver que si a est un réel appartenant a [-2;2]

T
5] tel que a =2 sint.

(c) En déduire que si a est une solution de (E) alors il existe un réel
a=2sint
1+25sin(3¢)=0

4. Déterminer les valeurs exactes des trois solutions a, b et ¢ de (E).

7
alors il existe un réel ¢ appartenant a [—5 ;

te —E‘z]tel ue{
2211

m (Eq) :

2 Corrigés

|2—x|+|x+5|="7

x —00 -5 2 +00
12—x|=... 2—x 2—x x—2
lx+5]=... —-x—-5 x+5 x+5

—2x-3=17 7=1 2x+3="17
(E1) = ... <ox=-5 -5<x<2 ox=2
est solution sont solutions est solution

borné [-5,2].

(E1) admet une infinité de solutions : tous les réels de I'intervalle fermé

page 2

(E9) : 26— 1| —2]|4x+ 2|+ |[x + 3| =2
x —00 -3 -1/2 1/2 +o0
126 —1]|=... 1-2x 1-2x 1-2x 2x—1
[4x+2]=... —4x—-2 —4x—-2 4x+2 4x+ 2
lx+3|=... -x-3 x+3 x+3 x+3
5x+2=2 Tx+8=2 -9x=2 -5x—-2=2
(E9) < ... <ox=0 o x=-6/7 < x=-2/9 o x=-4/5
impossible est solution est solution impossible
> . 6 2
L'ensemble des solutions de (E3) est . = 779
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1. La droite d coupe la courbe €y en trois points A, B et C.
Donc I’équation (E) semble avoir trois solutions.

ce cercle, situé a droite de ’'axe des ordonnées. Ainsi il existe un réel
T 7 a
t appartenant a [—5 ; 5] tel que sint = 3 c.a.d. a =2sint.

(¢) Soit a une solution de (E) alors —2 < @ < 2 d’apreés la question 2.

Donc d’apres 3.(b), il existe ¢ € [—g,g] tel que a = 2sint avec

4 a®=3a+1dou8sin®¢=32sint)+1=6sint+ 1.
Y Or d’apres 3.(a), 4 sin® ¢ = 3 sin¢ — sin(3¢)
C donc 2(3 sint —sin3¢) =6 sint + 1.
6 Ainsi —2sin3t=1 puis 1+4+2sin3t=0
. . o T T a=2sint
4. o Soit @ une solution de (E) alors il existe ¢ € [—5 ; 5] tel que { 1+2sin(3¢) =0
4 T
¢ Résolvons dans [_E ; E] I’équation 1+ 2sin(3¢) = 0.
1+28in(31) =0 <> sin(3¢) = sin ||
-7 §n
2 — 3t:?+2kn ou 3t=7‘[—(?)+2kl7[ (%, k' entiers)
2 7 2
= t=-L b ou =22
18 3 %8 3 5
. T /4 —oT
0 1 2 = t=——(k=0 t=—(k'=0 t=—— (k' =-1
X 15 ( ) ou 18 ( ) ou 13 ( )
« Si a est solution de (E) alors
. . m . bm
a=-2sin— ou a=251nﬁ ou a:—2s1nE
Or on a vu que (E) admettait exactement trois solutions deux a deux
distinctes.
5 7
On en déduit que a:—ZSm—n, b:—2sin1, c:2sin—7Z
18 18 18
2. a=-1,632a 1073 pres par exces.
b~-0,34721073 pres par exces.
¢~ 1,879 a 1072 pres par défaut.
3. (a) Pour tout réel ¢,
sin(3¢) = sin(2¢ + t) = sin(2¢) cos ¢ + cos(2¢) sin ¢
=2sintcos®t +(1—2sin®¢)sin¢
sin(3t) = 3sint — 4sin® ¢
a
(b) Soit @ un réel appartenant a [-2;2] alors —1 < 5 <1 donc on voit
a
sur le cercle trigonométrique qu’il existe un point d’ordonnée 3 sur
page 3 UTBM
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Nombres complexes

1 Enoncés

1+
m 1. (a) Calculer les racines carrées de ——.

V2

1+
(b) Mettre sous forme exponentielle.

V2

(c) En déduire les valeurs de cos(7/8) et sin(s/8).

2. Calculer les valeurs de cos(71/12) et sin(7/12).

m On désigne par 6 un nombre réel tel que -7 <60 <. On pose u =1+ e'f

1. Ecrire 1+ e'? sous forme exponentielle.

2. Montrer que u est solution dans C de I'équation d’inconnue z :

22 —(2+2c0s0)z+(2+2c0s0)=0

En déduire la seconde solution de cette équation.

2
m On consideére le nombre complexe u = cos (7

b4 L. (2n)
+181n|—
7

On pose S=u+u®+u* et T=u+ud+ub

1. (a) Simplifier u’
(b) Calculer la somme 1+u+u?+---+u

(c) Calculer le produit wuw?u?...ub

6

(b) Donner la valeur de S + T et calculer S x T'.
(¢) Démontrer que la partie imaginaire de S est positive.

(d) En déduire les valeurs exactes de S et T'.

3. (a) Calculer la somme

871)

7

(b) Développer le polynéme P(z)=(1-2)(1- 2)1-2z%
En déduire la valeur exacte de P(u).

. (271)+ . (47r)+ .
sin 7 sin 7 sin

(a) Montrer que S et T sont deux nombres complexes conjugués.

(¢) En calculant de deux facons différentes le module de P(u), détermi-

ner la valeur exacte du produit :

sin| — | xsin|— | xsin| —
7 7 7

page 4
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2 Corrigés

1. Par la méthode usuelle nous calculons les racines carrées opposées w et

+1i
—w de z= ——, nous obtenons
V2
va+l V21 \/2+\/‘ \/2
2\/' 2v2 2 2

mais nous remarquons que z s’écrit également
¥
z=e'4

;L L, .
et e'8 vérifie

Ll

L7\ 2 2 .
pa pa%ie
(e‘S) =e8 =e't.
L iz . ) iz T .. T
Cela signifie que e’8 est une racine carrée de z, donc e'8 = cos 3 +isin 3

. N T iE . .
est égal 4 w ou —w. Comme cos — >0 alors e'8 = w et donc par identifica-

tion des parties réelles et imaginaires :

1.

; 0 ;0 e 0 0 0 ;o
1+ef =ei2 X(e L2 +e’2)=el2 XZcos§=2c0s§e’2

T
22

0
Ainsi 2cos — 2 —e'2 est la forme exponentielle de 1+e

0
Comme 6 € |-, 7[, 2 .Donc2c0s§>0.

=b

0

. Résolvons I’équation

—2(1+cosB)z+2(1+cosf)=0

Son discriminant est : A=4(1+ cos@)2 —8(1+cos0) =
(1+cosB)(4(1+cosf)—8)=4(cosf+1)(cosf—1)= —4sin%0
A =(2isinb)2.

Les solutions de (1) sont donc

2(1+cos0)—2isin0
(1+c0s0)—2isin =1+cosf —isinf

2
¢ 2(1+cosf)+2isinf
e

=1+cosO+isinf=u

Conclusion : les solutions de ’équation (1) sont u et u.

o))

f 2+1 r [Va-1 | 85 |
cos— - = .
2 2 - 2n
8 2v2 u:cos(—n)+isin(—ﬂ)=e’27
7 7
> 4T 7 X2 .
2. On remarque que ﬁ = E - Z D’apres 'une des formules d’addition de 1. (a) u'= (elzT) =el i _ el2m dou
trigonométrie, pour tous réels x et y, 1-ub1 1-47
: 2 6
cos(x — y) = coslx + (—y)] = cosx cos(—y) — sinx sin(—y) (b) Puisque u#1, l+u+u+-+u’= 1-u  1-u =0
=cosxcosy +sinxsiny © uulud.. ub =y 126 _ u% 2o (u7)3 —13=1
2. (@) S=u+u+ut=w+u+ui=u+u?+u*
o n n om .w.w 1vV2 V3V2 V6+V2 Or
D’ou COSEZCOS§COSZ+SIH§SIHZ:5?4-?7_7 6
o eizTn :e712; —elznefiz# :ei(lm’;zn) :eilgn = (ei27n) = u6
On vérifie d T gin(E-T)= Y- V2 2 5
n vérifie de méme que smﬁ sm(g—z)— 1 .522(6427”) :e—i%” z2neq47ﬂ :ei(m 4n):ei13ﬂ :(ei27”) -4

otz ((3_1277[)4 :e_l%n :ei2ne—i87” :el(14n7 Sn) = ei%ﬂ = (ei%n)3 = u3

Donc S=ub+uP+ul=ud+ub+ub=T

Ainsi S et T sont deux nombres complexes conjugués.

page 5 UTBM
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®) o S+T=(u+u?+ut)+@Wl+uP+u®) = Q+u+u?++ub)-1=0-1=-1 (c) ¢ lére méthode : P =|-iVT=V7

eSxT=w+u?+u*)x@®+ud+ub ¢ 2éme méthode : en utilisant la formule d’Euler

=ut+ul+u WSl B U + 010 e —e7" = 2i5in6 pour 6 € R, on obtient
i 2m T T 24 L i i .. T ;=m
l1-u=1-¢€'"7 =e’7(e ’7—el7)=—e’7(e’7—e L7)=—21s1n—el7
7_ 7
Oru’=1.Donc De facon analogue, on peut vérifier que
. 2w gom . Am
u8:u7u:u : u9:u7u2:u2 : u10:u7u3:u3 1—u2=—21s1n7e’7 et 1—u4=—2151n7e’7

>

e

Par conséquent SzxT:u4-gu6+1+u5+1+u+1+u2+u3 Donc [P(w)| = 11— u| x |1 —u?|x |1-u%|
ST=2+A+u+u"+---+u>) :‘—Zisin%ei% 4

.. 2m gom T
X —2zsm7e 7% —2zsm7e 7

. 2n . 4m . 8¢ L2 4Am b4
(¢) Im(S)=s1n—+s1n—+s1n—=sm—+sm—+sm(n+—) T o T T 47
7 7 7 7 7 :8|sin— x |sin —| x |sin — | = 8 sin = sin — sin —
. 27 i 5 S ( L2 71) i v 7 7 7 7 7 7
=sin — +sin— —sin— = [sin — —sin — in —
ST TS TSIy = | ST Ty TSy ) 81 . .
T 21 7 ) ) . ) e Conclusion : en remarquant que sin — = —sin —, on obtient :
Or 0 < — < — < — et la fonction sin est strictement croissante sur 7 7
7 7 2 . 2n . 4m . 8n .. 2m . 4nm |P(w)|
b4 sin — sin — sin— = —sin — sin— sin — = —
[0; 5] 7 7 7 7 7 7 8
s n . 27.[ ) ( . 27.[ ) 7_[) Finalement
Dot sin— <sin— puis |sin— —sin—-|>0
7 7 7 7 77
4
De plus sin7ﬂ>0 car Vxel0,n[, sinx>0 sin(27ﬂ) xsin(‘%”) xsin(87ﬂ) :_?7

. . 2m . omw\ . 4m .
Ainsi (sm 7 sin 7) +sin 7 >0 cad
D’apres 2.(b), T=-1-S et ST =2 donc S(-1-S)=2
donc S? +S +2=0. Par conséquent S est une solution de I'équation
22 +2z+2=0 dont le discriminant est A =12 -4 x1x2=-7=( V7%
Comme A < 0, ’équation admet deux solutions complexes conju-

d

~

-1+iV7
guées :z1= TL\/_ et z2=27 Or on veut que Im(S)>0
Donc on a nécessairement S =z puis T =S= 29
-1+iV7 -1-iV7
S:% ot T:T‘f

3. (a) sin(2—n)+sin(4—n)+sin(8—n):Im(S):ﬁ
7 7 7 2
6 5 7

(b) P(z)=(1—z2—z+z3)(1—z4)=1—22—z+z3—z4+z +2° -z
Dou P(w)=1-(uw+u?+ub)+@? +ub+ub)-u"=1-8S+T-1=T-8
Donc | P(u) = —-i V7

page 6 UTBM
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Ensembles et applications

1 Enoncés

Ecrire en extension chacun des ensembles suivants :
> E={neN|n?=5}
> F={xeR|x®=5}
> G={x€R|x2:1+x}

5. Quel est le coefficient de x%7 dans I'écriture développée du polyndéme

(1-x)100 2

(a) 87190 (c) — 87100

w 1)

100
87

@ —( 1

6. Soit E un ensemble fini de cardinal n ot1 n € IN*.

A et B sont deux parties de E, de cardinaux respectifs p et g tels que
l<sps<gsn.

1<i<6 .
> H est l'ensemble des couples d’entiers (i, j) tels que { 1< <6 On suppose que A c B. Quel est le nombre de parties X de E telles que
. AcXcB?
i+j=10
- q
Décrire en compréhension (c.a.d. par la donnée d’une propriété caracté- (a) 29 (b) 27 - 2P () 2977 (d) ( p)
ristique des éléments) chacun des ensembles suivants :
> E={1,3,5,7,9,...}
> F={1, 10, 100, 1000, 10000, ...}
> G=]-o00;-4]U[4;+o0[ « s
2 Corrigés
. . . 111
QCM. Pour chacune des six questions suivantes, une seule des quatre > E-g
propositions est exacte. > F— {_ \/5’ \/5}
1. Pour toutes parties A et B d'un ensemble E, AuU(AnB)=... e 1-VE 1+ \/5}
@A (B ()ANB (d) AUB 2 7 2
> H ={(4;6),(5;5), (6;4)}
2. Onpose I ={xeR | x2<4}.Alors INZ=...
(@) {-1;1} (b) {0;1;2} (e) {0;-1;1} (d) 1-2;2[ 112
3. Le nombre d’éléments de ’ensemble 22 (22 ({a, b})) est égal a ... > E=@2k+1eN|kelN}={necN| (Hk €N;n=2k+ 1) }
> F:{lokelﬁ;kelN}
(a) 2 (b) 4 (c) 8 (d) 16 > G={xeR; |x| =4}
4. On lance 3 fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées
de 1 a4 6. On note les triplets ainsi obtenus. Combien y a-t-il de triplets
différents ?
l.(a) 2.c) 3.(d) 4.(c) 5.(d) 6.(c)
(a) 3! (b) 3° (c) 6° (d) A3
page 7 UTBM
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Suites numériques

1 Enoncés

1. Soient a et b deux constantes réelles. On considére une suite
(un)neN vérifiant pour tout entier naturel n,

Un+2 =QUpr1+bu,

On suppose que I’équation d’inconnue x, x% = ax +b admet au moins une
solution c¢. Démontrer que la suite (v,),cv définie par v, =u,+1—cu,
est géométrique de raison a —c.

2. On appelle suite de Fibonacci la suite (F,), <y définie par :

F():O; F1=1
VnelN, Frio=Fp1+F,

(a) Résoudre dans R I'équation x%=x+1.
On notera @ la solution positive et ¢ la solution négative.

(b) En utilisant 1., exprimer F,, en fonction de n, de ® et de ¢.

Fn+1

(¢) Déterminer la limite des quotients lorsque n tend vers +oo.

n

La suite de Sylvester. On considere la suite (u,), définie par
ug =2 et la relation de récurrence :

VneN, un+1=ui—un+1

1. (a) Montrer que la suite (u,), est croissante.

(b) Démontrer que si (u,), est majorée, alors elle admet pour limite
¢=1.

(¢c) En déduire que u,, —

+00.
" (n—+00)

no1
2. On définit maintenant la suite (S,), par: VneN, S,= Z —
k=0 Uk
. 1 1 1
(a) Vérifier que, pour tout keN, —— — =
1-upe1 1-ug

Uk

(b) ATaide de la question précédente, simplifier 'expression de S,,.

137

138

139

(¢) En déduire que (S;), converge et donner sa limite.

Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par
up=n-vnZ-n ; v,=vnn+a)-n
n . nm 3)

sin(n?) - cos(n
Wn=gSmgm 5 =

Soit (1) une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose que
Vu, — ¢
" (n—+00)
— 0.
(n—+00)

Montrer que si ¢>1 alors u, —
(n—+00)

Montrer que si ¢ <1 alors u,
+00.

Montrer que dans le cas ¢ =1 on ne peut rien conclure.

On considere les suites (u,,),ewN+ et (V,)en+ définies par

L |
u":Zk_s et
k=1

Up =Up+—s
2n2

. Démontrer que les suites (u,),eN* et (v,;)neN+ sont convergentes et ont

la méme limite.

Onpose ¢= lim u,

n—-+oo

. Déterminer un entier p tel que u, soit une approximation de ¢ a 0,01

pres.

. Reproduire et compléter le tableau suivant a I’aide d’'une calculatrice :

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

5
10
15

. Déduire de ce tableau une valeur décimale approchée de ¢ aussi précise

que possible.
On indiquera la précision de cette approximation.

page 8
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2 Corrigés

2.

1.
Or A étant solution de x° = ax + b,

Donc v,+1 = aupi1 —(@—AN)Au,
(a_;l)(un+1_;lun)

AinsiVnelN, v
ce qui signifie que

(a)
(b)

(c)

Soit n € IN. —Aups1=(@ups1+buy)—Aups1
b=A2-al=—-(a- A

—Aups1 = (@—MNups1—(@a—MNAu, =

Un+l =Un+2

+1=(a =N,
(Vn)nev est une suite géométrique de raison g =a — A

1+v5 1-v5

O = =
g & 9T

e D’apres la question 1., on peut dire que la suite (v,),cN de terme
général v, = F,1.1 — PF, est géométrique de raison g = 1-® =
1-v5

2\/_ =¢. DoncVnelN,v,=v9q" =(F1 —DPFp) x 9" =¢"

e De facon analogue, on peut dire que la suite (w,),cN de terme
général w, = F,,1 — ¢F, est géométrique de raison ¢’ =1-¢ =

1+v5
2\/_ =®. DoncVneN, w, =woq™ =F; - @Fy) x d" = O"
F,1-®F,=¢" (L
« Soit n € IN. Nous avons donc { F::i B <PFZ _ gn EL;;
En soustrayant membre 4 membre ces deux égalités : (Lg)—(L1),

on obtient (®-@)F, =" —¢"
D" — "
Or®-¢=V5 donc Fn_—(p
V5
n I Fppp @il @n+l 1- (%)’”1
€ = =
e A e A T I
En posant x = f, on obtient
« Fni 1-—x(x")
VnelN¥, =0 . 0O <let®>1
" F, * 1-x" rlel €

1
donc%<6<lpms|x|<l cad -1l<x<1.

F
Finalement lim ntl _ (O]

Ainsi lim x" =0.
n—+oo F,

n—-+oo

2.

1. (a) SoitnelN, alors up,y1—uy, = u,21 —2u,+1=(u, - 12=0

La suite est donc croissante.

(b) Supposons (z,) majorée. Comme elle est aussi croissante, on en
déduit qu’elle converge vers une limite /€ R. Or Vne N, wu,41=
u%—un+1. On en déduit que : £=¢2—¢+1, puis que £ = 1.

(c) La suite étant croissante et de premier terme ug > 1, on en déduit
qu’elle ne peut pas étre majorée (sinon elle convergerait vers 1 et
ne pourrait donc pas étre croissante). Ainsi, (z,), est croissante et
non majorée, elle diverge donc vers +oo.

(a) Soit £ un entier naturel. En réduisant au méme dénominateur et en
utilisant la relation de récurrence qui définit la suite, on obtient :

1 1 A-up) -0 -ups)
1-ups1 1-up  (AQ-up)A-ups1)
_ Up+1 — UL
(1—uk)(uk—u2)
_ (up-1y?
A-up)ur(l-ug)
_1
=

(b) Gréce a la question précédente, on remarque que S, est une somme
télescopique. En effet,

1 1
1- uk+1

1 i

1-urv1 45

1

n
3
Il

™= I

S X

+ 1l
- o

S
]
=

B 1
1-ups1

1-ug

(¢) Sachant que u, — +o00, on peut passer a la limite dans I’expression
précédente. On obtient :

1 —
1-2

n >
(n—+00)
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— 2 _ 2 _
-VG]N*,un:(n Vn2-n)(n+vn n): n . 1
n+vn2-n 2

n (1 + ﬂ) (n—+oo)

_ (Wnm+a)-n)vn(n+a)+n)

“ (vn(n+a)+n)

:n(,/1+%+1) m+1 (n:w)g

1 T
eVnelN, we, =0et wyp+1= (n+—)sin(2nn+—) =n+12 — +oo
2 2 (n—+00)

eVneN*N[-a, +ool, v,

an a

La suite (w,) ne converge pas.

2 .
eVnelN*, |x,| < —. D’aprés le théoréme d’encadrement, 11111 x, =0
n n—+o0o

1+/¢
1. Soit p= 5 de sorte que ¢ < p < 1. Comme {u, — ¢ < p, il existe
— 0.

(n—+00)

un rang N a partir duquel Yu, <p,doncVrn=N,0<u, <p”
2. Méme raisonnement, mais par minoration.

1
3. up,=n,u, =1, et u, =— sont des exemples qui montrent qu’on ne peut
n

rien conclure.

139

. Nous avons VneIN*, u, <f<v, .DoncVneIN*, 0<¥l—u, <

1. eVneN" upi1—u, = Alors Vne N*, u,e1—u, >0

(n+1)3
Donc la suite | (u,,) est strictement croissante
1 1

2n+12 2n2

o VnelN* vpi1—vn=(Ups1 —un)+

1 1 2n2+n%(+1)-(n+1)°
T (m+13 2n+12 2n2 2n2(n+1)3

_ on2+n3+n2-n3+3n2+3n+1) _ -Bn+1)

- 2n2(n +1)3 T 2n2(n+1)8

Alors Vne IN*, v,41—v, <0.

Donc la suite | (v,,) est strictement décroissante

lim v,-u,=0

eVnelN* v, —u,=— avec lim 2nZ=+oo . Donc 0
n—+0oo

2n2 n—+o0o

e Ainsi les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On en déduit qu’elles sont
convergentes et qu’elles ont méme limite.

Cette limite commune est notée ¢.

2n2

1
Dou |u, - /4| < o2 Pour que u, soit une approximation de ¢ a4 0,01
n

o 1 5 2
pres, il suffit que 21'? <0,01 c.a.d. p“=50. On prendra

valeur approchée de v,
a 0,001 pres par exces

n | valeur approchée de u,
a 0,001 pres par défaut

5 1,185 1,206
10 1,197 1,203
15 1,199 1,203

. D’apres le tableau ci-dessus :1,199<ui5<¥¢<vi5<1,203

1,1 1,2
Alors 1,199 < ¢ <1,203 Posons a = 1,199+1,208 1,201

On peut dire que a = 1,201 est une valeur décimale approchée de ¢ a la

1,203-1,199
précision # =0,002
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Limites et continuité

1 Enoncés

Etudier la limite éventuelle de la fonction f & l'endroit indiqué :

1. fix— cosx en +o0o
1-x
2. fix— tan(3x) n0"
VX
Vi+x—vV1-x
3. fixgr—m —mMm—— en 0

X

Déquation x°=5x—-1 admet-elle des solutions ? Si oui, combien ?

Pour tout entier naturel n, on note f, la fonction définie sur R par :

fn(x)=x5+nx—1

—

. Déterminer les limites de f,, en +oco et en —oo.

[\

. Etudier le sens de variation de la fonction f,, .

3. Démontrer que I'’équation d’inconnue x, f,(x) = 0 admet une solution
unique dans l'intervalle [0;1].
Cette solution, qui dépend de n, sera notée u,, .

4. (a) Donner la valeur exacte de ug .

(b) ATaide de la calculatrice, proposer une valeur décimale approchée
de w1 2 1072 pres par exces.

=

(a) Quel est le signe de f;, ( 1) ?

n

S|+~

Prouver que pour tout entier naturel » non nul, u, <

(b) En déduire la limite de u,, lorsque n tend vers +oo .

6. Déterminer un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

2 Corrigés

-1 cosx 1
—1<cosx<letl—x<O0dou = =

1-x 1-x 1-x
1 . 1
i1 | O

164 1. Soit x> 1.

-1
DoncVx>1, |——<fx)<
x—-1

Ainsi limf =0
+00

sin(3x) 5 1 ) = sin(3x) 5 3Vx
Vx cos(3x) Y= 3x cos(3x)

in(3
sin(3x) _1

2. Vxe]O;%[, flx) =

x—0 t—0 x—0 3x

De plus 1in(1)cos(3x) =cos(0)=1et lin(1)3\/a_c =0
xX— x—

Par conséquent li(r)n f=0

sint
Or lim3x =0 et lim 1T =1 d’ou par composition, lim

WV1i+x-vV1-2)(V1+x+vV1-x)

3. Vxe[-1;11\ {0}, -
rel-LARMO, -7 N e g
2
Vael[=1:11\ {0}, R
e R e

Or lin(l)\/l+x:1in(1)\/1—x:1. Doncli(l)nf:l
xXx— xX—

On introduit la fonction f définie sur R par f(x) = x° —5x + 1.
Alors P'équation x° = 5x — 1 équivaut a f(x) =0.
Etudions la fonction f.

1. Limites aux bornes de ’ensemble de définition.

limf = lim x®=+ocoetlimf = —oo.
+oo x—+00 —00

2. Sens de variations de la fonction f.
En tant que fonction polynémiale, f est dérivable sur RR.
Pour tout réel x, f'(x) = 5x* =5 = 5(x% - 1)(x® + 1)
Puisque +121>0), f'(x) est du signe du trinéme x% -1 dont les
racines sont 1 et -1.
On en déduit immédiatement le tableau de variations suivant :

x —00 -1 1 +00
f(x) + 0 - 0 +
5 +00
f / N /!
—00 -3
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3. Application du théoréme de la bijection.

e La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—oo;—1[.

Le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires permet alors de
dire que f est bijective de ]—oo; —1[ sur I'intervalle image

f(-o0;=1D = |im £ f(=1)| =1~ 00;5l

Autrement dit, tout réel de ] — oo ;5[ admet un unique antécédent par la
fonction f dans l'intervalle ]-oo;—1[.

En particulier I'équation f(x) =0 admet une unique solution dans l'inter-
valle ]—00;5[, on notera @ cette premieére solution.

e On montre de fagcon analogue que I’équation f(x) = 0 admet une seule
solution ag dans l'intervalle [-1;1]. Et enfin, I’équation f(x) =0 admet
une unique solution dans ]1;+oo[.

Finalement | 'équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions ‘ ai, ag
et ag telles que :

a1<-l<as<l<ag

. Utilisation de la calculatrice.

Par exemple, pour obtenir une approximation de ag sur Ti89, on entre :
solve (x®=5xx-1 ,X) [x>-1 and x<1

a1 ~—-1,542|a 1072 pres par défaut.
a9 ~ 0,200 |a 1072 pres par défaut.
ag=1,441|a 1073 pres par exces.

1. lim f,(x)= lim x° = +00. De méme lim fnlx)=—00
x—+00 x—+00 x——00

. fn est la somme des deux fonctions u : x — ®etvix—nx—1.

La fonction u est une fonction puissance dont ’exposant 5 est un entier
naturel impair. Donc u est strictement croissante sur RR.

La fonction v est affine, de coefficient directeur n = 0. Donc v est crois-
sante sur R.

Par conséquent f,, = u +v est strictement croissante sur R.

X —00 +00

+00

fn /

—00

3. En tant que fonction polyndme, f,, est continue sur R a fortiori sur [0;1].
Elle est de plus strictement croissante sur [0;1].
Or fp()=net [,(0)<0<f,(1). On en déduit, d’apres le théoréme de
la bijection, que I'équation d’inconnue x, f,(x) = 0 admet une unique
solution u, dans 'intervalle [0;1].

On retiendra que f,(u,)=0et que O<u, <1.

4. (a) ug est l'unique solution dans [0;1] de 'équation x® — 1 = 0. Donc

(b) | u1~0,755 |2 1072 pres par exces.

) . 1\° 1 1 1

5. (a) SoitneIN*. Alors f,(1/n)=|—| +n|— -l=—=+1-1=—
n n n n

Donc f,(1/n) >0 c.a.d. fro(1/n)> fr(uy) (%)

. . 1 . .
Sil’on avait u, > — alors on aurait, d’apres la croissance de f, sur

1
R, fnuy)=fn (—) ce qui contredit (x).
n

1
Par conséquent u, < —
n
1
(b) D’apres 4. et 6.(a), VneIN*, O<u,<— avec lim —=0"
n n—+oon

lim u,=0"

Le théoreme des gendarmes permet de conclure que 1t
n—+oo

6. On rappelle que pour tout entier naturel n, f,(u,)=0

c.a.d. u,51+nun—1=0. Dou VnelN, nunzl—ui
Or lim u%=0.Donc lim (1-u3)=1. Finalement
n—+oo n—-+oo
1

lim nu,=1 et |u ~ =
—+00

n
n (n—+o00) N
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Dérivation

1 Enoncés

On considére la fonction f définie sur R par : fx)=xe"

1. Déterminer la limite de f en —co.

2. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R et dresser son tableau
de variations complet.

3. On pose I =[-1, +oo[. Justifier que la restriction de f a l'intervalle I est
bijective de I sur un intervalle J que 'on précisera.

4. On note W la bijection réciproque de fj1.

(a) Simplifier pour tout réel ¢ appartenant a o/, W) eV,

(b) Dresser le tableau de variation de W sur J.
Donner les valeurs de W(0) et de W(e).

5. (a) Montrer que la fonction W est dérivable sur l'intervalle ouvert
1-e™!, +oof et que

W)

W= irwo)

veel—e L, +oo[\ {0},

(b) Que vaut W'(0) ?

6. (a) Montrer que, pour tout réel ¢ >0, In(W(¢))+W(¢)=1nt.

InW(¢
(b) Donner la limite de W en +oo et en déduire lim InWez)
t—+o0 W(2)
(c) Déduire des deux questions précédentes, un équivalent simple de
W(t) lorsque ¢ tend vers +oo.

7. Tracer sur la figue ci-dessous, la courbe représentative 6w de la fonction

W. On fera apparaitre les tangentes aux points d’abscisse 0 et —e L.

1823 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de défini-
tion, les branches infinies aux bornes du domaine de définition, puis calculer
leur dérivée.

x—1In(1 +x)

1. flx)= 3, f(x):ln(e x_l)

_ —xIn(x) - *
2. fl)=—"0 4 IO oma—n

193
par :

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,, sur [-7x, 7]

fnlx)= l +sin?(x)
\/ n

1. Calculer £,(0) et f5, ().
2. Montrer que f, est une fonction paire.
3. (a) Justifier que f, est dérivable sur [-7, 7] et calculer £, (x).

(b) Etudier les variations de la fonction frn sur [0, 7]. Dresser le tableau
de variations de f;, sur [-7, 7].
4. (a) Soit x un réel fixé de I'intervalle [-n, 7].
Déterminer la limite de f,(x) lorsque n tend vers +oco.
(b) On pose pour tout réel x de [-m, 1], @(x)= lirg fn(x)
n—+o0o
La fonction ¢ est-elle continue en zéro ?
Est-elle dérivable en zéro ?

Final 2020.

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. En utilisant ce théoréme, démontrer que pour tout réel x appartenant a
[0, 11,

x<e*—1<xe
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2 Corrigés

VxeR, f(x)=xe”

1. Pour tout réel x €]— oo, O[,

- 1
f(x)=—( 0.

e (%)

Dou lim f(x)=0"
X——00

2. f est dérivable sur Ret VxeR, f'(x) =e* +xe* =(1+x)e*
Or f'(-1)=0et Yxel—-1, +oo(, f'(x)>0.
Donc f est strictement croissante sur I =[-1, +oc[.

On justifie que f est strictement décroissante sur ]—oo, —1].

3. La fonction f est continue et strictement croissante sur
Iintervalle I. Donc, d’apreés le théoréme de la bijection, f est bijective
de I sur !’ intervalle image :

J=f(D=f(=D,limf| =[-e!, +ool

4. (a) Soitted.
WV = (FoW)e) =t |
(b) La fonction W est strictement croissante sur J. Comme f(0) =0 et
f(1) =e, on en déduit que W(0) =0 et de W(e) = 1.
5. (a) « Soittel—e™ !, +ool. Alors lxel—1, +ool; ¢ = f(x)
De plus, f est dérivable en x et f'(x) = (1+x)e® # 0. Donc la bijection

réciproque de f|r est dérivable en .
Ainsi W est dérivable sur l'intervalle ouvert ] —e™

Puisque fir oW =id,, nous avons

1 , +ool.

1 1

e Soit ¢>—eL. Alors W'(t)=(f7')'(V) = -
oit ¢ > —e”". Alors W'(t)=(fi;") (1) @) (W)

1

D e
onc | W(®) (1+ W(5) WD

1

(b) W(O)ZWZI

6. (a) Soit¢>0.0n a vu en 4.(a) que W)eV® =¢.
Comme ¢t >0=W() > W(0)=>W() >0,
on obtient, par passage au logarithme népérien :

In(Wt)e"?)=Int cest-a-dire In(W(#))+1In(eV?) =1n¢

(R
W(t)
N . . . InX
(b) D’apres 4.(b), lim W(¢) = +oco. On sait de plus que lim —— =0.
t—+00 X—+00 X

D’ou, par composition

In(W(¢))
im =
t—+oco  W(?)

(c) Pour tout réel t >0, In(W())+W()=Int et W()>0

Jot In(W(¢)) . Int
ol = .
W) W)
Int
Donc lim —— =1
1150 W(D)
ce qui revient a dire que |W(¢) ~ Int
(t—+00)
7. Courbe représentative de W en vert ci-dessous :
4
Cy
8 B
2
C{/
1
B
1 1 2 3 4 5 6
A
-1
A A
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1. 97 =1-1;0[U]0; +ool, asymptote d’équation y = 1 en +oo, asymptote ver-

ticale d’équation x = —1 et prolongement par continuité en 0 en posant

f(0)=0.

1+x)In(1+x)—
De plus f est dérivable sur @ avec Vxe R", flx) = d+x)n(1+2)-=

x2(1+x)
On verra plus tard (en MTB) que pour tout réel x voisin de O,

2
InQ+x)=x- % +x2e(x) avec lirr(l)s(x) =0
poae

Donc f est dérivable en zéro avec £'(0) = 1/2.
Mieux : f est de classe €* sur ] -1, +ool.

. D¢ =10;+o0l, prolongement par continuité en 0 en posant £(0) = 0, asymp-

tote d’équation y =0 en +oco et
(2 - DInx) - (x% + 1)

(x2+1)2

f est dérivable sur 2y avec f'(x) =

f@-fO) _f® _ nx

x—0 x 1+x2 (x—0%)
vable en zéro, mais sa courbe représentative admet une demi-tangente
verticale au point O(0,0) origine du repére.

Vx>0,

+00. Donc f n’est pas déri-

. 9¢ =R", prolongement par continuité en 0 en posant f(0) = 0, branche

parabolique de direction la droite d’équation y = x en +o00, branche para-
bolique de direction 'axe (Ox) en —co.

Y —e*+1
f est dérivable sur R* et Vx e R*, f'(x) = re-ex:
x(e® —1)

On verra plus tard (en MTB) que pour tout réel x voisin de 0,

2
x
e“=1+x+ 3 +x2e(x) avec lir%e(x) =0
praing

1
D’ou liH(l) )= 2 Donc f est dérivable en zéro et f£'(0)=1/2.
e

Mieux : f est de classe €" sur R.

. D¢ =]-o00;1[, asymptote verticale d’équation x =1 (li{n f = +00), asymp-

In1-x)+x

tote d’équation y =0 en —oco, et f'(x) = NS R

1
fn0) = fa(m) =1/~
n

2.

3.

4.

[-m,nm] est centréen O et Vxe[—m, 7]

frl=2)= \/1 +sin®(—x) = \/1 +(—sinx)? = fy,(x)
n n

1
(a) Notons u, la fonction définie sur [-7,7] par | u,(x) = — +sin?(x)
n

En tant produit et somme de fonctions dérivables sur [-m,7], u,
est elle-méme dérivable sur [-m,7]. D’autre part, un carré étant

toujours positif, Vxe[-n,7], up(x) = —+0>0.
n
Donc la fonction f;, = /u, est dérivable sur [-7,7] .
De plus, u},(x) = 0+2sin(x)sin’(x) = 2sinx cosx = sin(2x)
! : 2
Done £/(x) = un(x)  sin(2x)

2v/un(x) - 2 fn(x)

Résolvons dans [0, 7] 'inéquation f;,(x) > 0.
fr(x)>0 < sin(2x)>0 < 0<2x<7

(b)

— 0<ac<E
2

7
Donc la fonction f;, est strictement croissante sur [0, 5]

On montre de fagon analogue que

Vxe ] g T, f,’L(x) < 0. Donc f;, décroit strictement sur ]g,n[
T 0 /4
x - —— —
] 2 2
fnx) |0 + 0 - 0 + 0 - 0
an an
fn / N / N
bn

b, b,
1 1
aveca, =1/1+—et b, =1/—
n n

(a) xétantfixé, lim wu,(x)=sin?(x)et
n—+oo

lim v¢=1/sin(x) = |sinx|

t—sin?(x)
par continuité de la fonction racine carrée sur R™.
On en déduit par composition que

lim f,(x)=|sinx]|
n—+oo
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sinxsix € [0, ]

(b) Vx(—:[—n,n],(p(x):lsinxl:{ —sinxsix e[-m,0]

li%l p(x) = 1i1(1)1 @) =0=¢(0) donc‘ @ est continue en zéro |.
x—0+ x—0~

— O 1
Mais Tim £8 7O _ ) ST g o
x—0* x-0 x—0t X
. @x)—0) . —sinx
lim = lim =-1
x—0~ x—0 x—0~ X

Donc | ¢ n’est pas dérivable en 0

1. Soit f:[a,b] — R une fonction continue sur le segment [a,b] et
dérivable sur I'intervalle ouvert Ja,b[ avec a < b. Alors il existe au moins
un réel c €la, bl tel que

fb)—f@)=Ff'(c)b-a)

2. On se fixe un réel x appartenant a [0, 1].
— ler cas : supposons x > 0. On applique le théoréeme des accroissements
finis en prenant f =exp, a =0 et b = x. La fonction exp est dérivable
sur R, a fortiori continue sur [0, x] et dérivable sur 0, x[.
Donc il existe c €]0, x[ tel que e* — e’ = exp’(c)(x —0)

Cest-a-dire

O<e<el>1<e’<es>x<xe<xe

Or cel0,x[>0<c<l=>e
Doncx<e®*-1<xe
— 2eme cas :supposonssz.Alorsex—1=e0—1=1—1=0et xe=0.

Donc I'encadrement x < e* —1 < xe reste valable dans ce cas trivial.
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Polynémes

1 Enoncés

@ Soient 0 e R et n € IN.
Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme
P(X)=(Xsin@ +cosH)" par X2 +1.

Final 2022 .
On considére le polynéme P(X) = (X2 +3X)?+(3X +5)? appartenant a
RIX].
1. (a) Donner le degré et le coefficient dominant du polynéme P(X).
(b) dJustifier que P(X) n’admet aucune racine réelle.
2. (a) Démontrer que si a est une racine complexe de P(X) alors P(a)=0

(b) En considérant que P(X) € C[X], factoriser le polynéme P(X) en un
produit de deux polynémes du second degré a coefficients complexes.

: 224301 +i)2+5i =0.

(d) En déduire les racines complexes de P(X).

(c) Résoudre dans C I’équation

@ Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére le polynome P € C[X]
défini par :
P=1+X)"-X"

1. Quel est le degré de P ? Donner son coefficient dominant.

1
2. Démontrer que si z est une racine de P alors Ple(z) = ~3

. X . X
3. (a) Démontrer que, pour tout réel x, e —1=2isin (5) e'2

(b) Déterminer les racines de P. On les exprimera en fonction des
racines n-iémes de l'unité.

(¢) Ecrire chaque racine de P sous forme exponentielle. En déduire le
module et un argument de chacune de ces racines.

4. On note 21,22, ...,2,-1 les racines du polynéme P. Calculer la somme :

n—ll
2

k=1~Fk

5. Résoudre dans R, en discutant suivant les valeurs de 'entier n = 2,
I’équation d’inconnue x :
1+x)" =x"

Final 2013 .
n
1. Soit P un polynéme a coefficients réels P= Z apX k.
k=0

Montrer que si a € C est une racine de P, alors ‘@ est aussi une racine
de P.

2. On consideére le polynome
Q=-X°+2X*+7X3+2Xx%+8X.

(a) Vérifier que Qi) =0.
(b) Sans effectuer de calcul, montrer que @ est divisible par X 241,

(c) Décomposer @ en produit de facteurs irréductibles sur R[X] et sur
CIx1.
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2 Corrigés

Il existe un unique couple (,R) de polynémes tel que
P(X)=(X%+1)Q(X)+R(X) avec deg(R(X)) < 1.
On évalue le reste en X =i et en X = —i, et on trouve

221

R(X) =X sin(n0) + cos(nb)

1. (a) Soit P(X)=(X2+3X)?>+(3X+5)?. En développant, on obtient :

P(X)=X*+6X3+18X2+30X +25.

‘ Donc P(X) est de degré 4 et son coefficient dominant est 1.

(b) Démontrons par I'absurde que P(X) n’admet aucune racine réelle.
Supposons que P(X) admette au moins une racine réelle a.

Alors P(a)=0. Or, P(a) = (a2 + 3a)2 +(3a+5)%. Puisque a €R, on a

(a2 +3a)> >0 et (3a+5)2 >0, done :
0<(a®+3a)’<P(@) et 0<(3a+5)7<P(a).
Sachant que P(a) =0, on en déduit :
(@2+3a)°=0 et (3a+5)2=0.
a est donc solution du systéme suivant :

a®+3a=0
3a+5=0.

Résolvons ce systéeme :

a?+3a=0 a(a+3)=0 a=0 ou a+3=0
— 5 — 5

3a+5=0 a=—— a=——
3 3
ae{0;-3} 2 q0;-3)
— 5 — 3 5
a=-7 a=——.
3 3

5
On obtient une contradiction car ~3 ¢ {0;-3}.

Par conséquent, ‘ P(X) n’admet aucune racine réelle ‘

2.

(a) Soit a une racine complexe de P(X). Calculons P(a).

P(@) = (a2 +3a)" +(3a+5)2

2
= a2+3a) +(30¢+5)2
oc2+3a)2+(3a+5)2

=P(a).

Puisque P(a) =0, alors :|P(a)= 0=0]|

(b) Par définition de P(X),

= (X2 +3X)? + (83X +5)

=(X2+3X)?-i%(3X +5)
=(X2+3X)?-(3iX +5i)?
= (X2 +38X) - (3iX +50)) (X* +3X) +(3iX +51))

= (X2+301- D)X - 5) (X*+3(1+ DX +5) |

(c) Pour résoudre dans C I’'équation 22 +3(1+1i)z +5i = 0 d’inconnue z,

on commence par calculer son discriminant A :
A=@1+i)-4x1x5i=9(1+2i+i?)-20i = —2i.

37 3712
On remarque que : A =2¢i% = (\/ﬁe’%) .

Donc I'équation 22 +3(1+1)z +5i = 0 admet deux solutions z1 et zg
dans C qui sont données par :

_-3(1+0)-V2el T
- 2x1

_3(1+i)+v2el T
29 = .

1 2x1

Or,

\/Eeiz%n = \/E(COS(%TT[

+isin(%”)) =\/§(—\/7§+i\/7§) =—1+i.

Par conséquent, les solutions de l'équation z?+3(1+i)z+5i = 0 sont

|21=-1-2i| et |zg=-2-i]|
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§ Eg (d) Le polynéme P(X) étant de degré 4, il admet au plus 4 racines de 1. Soit wy, une telle racine : 1+ 1 = wp, ce qui donne
D 8% complexes distinctes. o
b D’apres la question précédente, les racines du polynéme X2 — 3(1 + 1
S it i)X +5i sont z; = —1-2i et z9 = -2 —i. Puisque ce polynéme divise = on—1
s i3 P(X) dans C[X] (d’apres la question 2(b)), on en déduit que z; et z9
‘ sont deux racines complexes de P(X). (¢) On vérifie facilement que les racines n-iéme de l'unité différente de
D’apres la question 2(a), P(z1) = P(z2) = 0. Donc z1 = -1+2i et 1 s'écrivent wy, = e2*"" ot k varie de 1 & n— 1. Ainsi,
z9 = —2+1 sont également des racines de P(X).
Ainsi, z1, z9, z1 et 23 sont 4 racines distinctes de P(X). On en déduit s = 1
que les racines complexes de P(X) sont exactement : wp — 11
[21=-1-2i, 2p=-2-i, Z1=-1+2i et z3=-2+i| e2ikrin —1
~ 2isin(ka/n)eiknin
@ — 1 e—ikﬂ/n
el 2sin(kn/n)
_ )k _ _ i(3n/2—kn/n)
1. P(X)= X" doncdegP=n-1 =— .
X) kgo (k) g 2sin(kn/n)
. . n 1
et son coefficient dominant est ( _ 1) =n. Ainsi le module des racines est ——————, et leurs arguments
n 2sin(km/n)

2. Soit z une racine de P(X) : (1+2)" = 2", en prenant le module de chaque modulo (27) sont 37/2 — kn/n pour k variant de 1an —1.

membre de cette égalité, on obtient |1+ z|" = |z|" d’ou |1+ z| = |z|. 4. Daprés 3.(b), z, = L, done 1 =wy, — 1 olt w}, est une racine n-iéme
En interprétant géométriquement le module comme étant une distance, de Tuntité différen t‘é’}ag % Ainsi 2k
on est amené a déterminer ’ensemble des points M(z) du plan complexe, ) ’

tels que MA = MO ou A désigne le point d’affixe —1. Il s’agit de la n-1 1 n-1

. médiatrice du segment [OA] qui est 'ensemble des points M d’affixe z Z ; = Z (wp—1)

&= 1 k=1 k=1
8 @ telle que Re(z) = —— n-1
N o 2 = ) wp—(n—1) : on reconnait la somme des racines n-iémes de l'unité
[0) S 3. (a) ' ' ' ' k=1
c 3 e*_1 = eLx/2 % (etx/Z _ e—tx/Z) n-1

(&) . . =) wp-1-(n-1) o wp=1
g 2 €2 x (2i sin(x/2)) ,;0 1= 1) 0
-— = ~——
=3 = (b) z est une racine de P(X) ssi 0
< o

U =-n
= 1+2)" = 2"
> = 1+2\" 1( — 0 nlest lution) 5. Les racines réelles de 'équation (1+x)" = x" sont les racines du polynoéme
— a = 2 - car z =1 n'est pas sofution P(X) qui sont a valeurs réelles (celles dont 'argument est égal a +n
= < — (1 . l)n -1 modulo (27)). D’apres 3.(c), il faut que n soit pair, et que % soit égal a n/2,

z on obtient donc une seule solution qui est
1 1
Ce qui montre que 1+ — est une racine n-iéme de I'unité différente x= —5
z
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1. En utilisant les propriétés de la conjugaison complexe, on obtient :

2.

P@=)Y ap@*=) apat

k=0 k=0
Or VEkelOnl,apeR=—Ta5=a; etaya*=a;ak=a,ak
n —
Donc P(@)= ) apa*=0=0.
k=0
(@) On a:

Q)=-i®+2i*+7i%+2i>+8i=-i+2-7i-2+8i =0.

(b) D’apres la question 1., —i est aussi une racine de @. On en déduit

que @ est divisible par (X —i)(X +i) = X2 + 1.

(c) On commence par factoriser  par X :

Q=X(-X*+2X3+7X2+2X +8).

On pose la division euclidienne de —X* +2X3 +7X? + 2X + 8 par
X241 :

-X* + 2x3 + 7X2 + 2X + 8 X241
- (-x* - X?) !
2x% + 8X? + 2X -X%2+2X+8
(2x? + 2X) !
8X? + 8
- (8x2 + 8)
0

et on trouve
Q=XX2+1)(-X2+2X +8)

Enfin, on constate que x; = —2 est racine «évidente» du trinéme
~X2%2+2X +8 (car —(-2)2—2x 2+8=0). En notant x9 l'autre racine
de —X2 +2X +8, on sait que

et c=8

c
xX1x9=— aveca=-1
a

-8
Dou x9= 4.

__—2:

La décomposition de @ en produit de facteurs irréductibles sur R[X]
est donc donnée par :

Q=-XX?+1D(X+2)(X -4)

puisqu’il s’agit d'un produit de polynémes de degré 1 et 2 et que le
seul polynéme de degré 2 est a racines complexes.
Enfin, la décomposition sur C[X] est donnée par :

\ Q=-XX-D)X+)X+2)(X-4)
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arcsin, arccos, arctan

1 Enoncé
236}

1. Donner trois expressions différentes pour cos(2x).

(3) . [V2
arccos|— | =2 arcsin| —
4 4

2. Prouver I'égalité :

Final 2022. On définit la fonction f sur R** =10, +oof par :

t
Vxel0, +ool, flx)= ant

1. (a) Justifier que f est dérivable sur I =]0, +ool.
Calculer f'(x) pour tout réel x > 0.

(b) On admet que que, pour tout réel x >0,

x
En déduire que f est bijective de I sur un intervalle J.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en zéro.

X
— < arctanx.

2 Corrigé

1. Pour tout réel x,

2

cos(2x) = cos x—sinx=2cos?x—1=1-2sin%x

3 2 2
2. Posons a = arccos (Z) ,b=2 arcsin(%) et x = arcsin (%)

Calculons les cosinus de a et b.
> cosa =3/4 car Vte[-1, 1], cos(arccost) =¢

vz \? 1 3

. 2

> cosb =cos(2x)=1-2sin“x=1-2x (T =1 1°1

> Les réels a et b ont méme cosinus. De plus a € [0, 7] (car la fonction
arccos est a valeurs dans [0, 7]) et x € [0, 71/2] (car x est I'arcsinus
d’un réel positif). Donc a et b = 2x appartiennent tous les deux a
I'intervalle [0, 7].

On en déduit que a =b
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237 1. (a) Notons que puisque la fonction arctan est dérivable sur R et

que la fonction «inverse» x — — est dérivable sur R**, par produit,
x
f est dérivable sur I = RnR** =]0, +ool. De plus,

arctan’(x) x x — arctan(x) x 1

—L_ xx—arctan(x)

— 1+x
22
1+x7 — arctan(x)
2

(b) Etudions la monotonie de f sur I =]0,+oo[. Soit x € I. D’apres la
question précédente,

X
5 —arctan(x)
f/(x) — 1+x 5
x
x
Or x% > 0 et d’apres I'inégalité admise 2 arctan(x) <0,
x

on obtient f'(x) < 0. Par conséquent, f’ est strictement négative sur
I, donc f est strictement décroissante sur I. D’autre part, f étant
dérivable sur I, elle est continue sur I. Ainsi f vérifie les hypothéses
du théoreme de la bijection. Il en découle que f réalise une bijection
de 'intervalle I dans I'intervalle

J=f(D=] lim fCo),limfCo)).

— On sait que la fonction arctan est dérivable en 0.
arctanx —arctan0

D’ou lim = arctan’(0)
x—0 x—0
S . _arctanx 1
cest-a-dire lim ——— = —— =
=0  x 1+02

Donc lim f(x)=1|
x—0%

1 1
— lim f(x)= lim (arctan(x) X —), avec lim — =0
x—+00 x—+00 X x—+00 x

et lim arctan(x)= z. Donc lim f(x)=0.
x—+00 2 x—+00

Ainsi, ‘ f réalise une bijection de I =]0,+oo[ sur J =]0,1[ |.

2. f admet une limite finie en 0 donc f est prolongeable par continuité en 0.
Si on note f le prolongement par continuité de f a I'intervalle [0, +ool,

alors : f(0)= 316111(1) f(x)ie. .
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