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MT2B TDO : arcsin, arccos, arctan

TDO : arcsin, arccos, arctan

1 Enoncé

1. Donner trois expressions différentes pour cos(2z).

3 ) (V2
arccos | — = arcsin —_—
4 4

2. Prouver I'égalité :

2 Corrigé

1. Pour tout réel z,

2

cos(2x) = cos?z —sin®z =2 cos’r —1=1—2sin’z

2. Posons a = arccos (i) , b= 2 arcsin ({f) et z = arcsin <\i§>

Calculons les cosinus de a et b.

e cosa=3/4car Vte -1, 1], cos(arccost) =t

2
2 1 3
ocosb:cos(2x):1—2sin2x:1—2><({) =1—--=-

e Les réels a et b ont méme cosinus. De plus a € [0, 7] (car la fonction arccos est a valeurs dans
[0, 7]) et € [0, /2] (car = est arcsinus d’un réel positif). Donc a et b = 22 appartiennent

tous les deux a l'intervalle [0, =].

On en déduit que a = b
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MT2B TD1 : calcul matriciel

TD1 : calcul matriciel
1 Enoncés

On pose A= (é ;) Calculer A™ pour tout entier naturel n.

1 00
On considére la matrice A= 0 1 1 |.
311
1 1 1
2 1

1 1 1
Soient B=| 0 1 0 JetC=1{ 1
1 00 0 -1 -1
Montrer que AB = AC, a-t-on B = C'? Que peut-on en conclure sur A7

_31 g) € My(R)

et on désigne par F ’ensemble des matrices M de My (R) telles que AM = M A.

B¥@ [inal 2021. On se donne la matrice carrée A = (

On pose M = (j :g) ou x, y, 2 et t sont des nombres réels.

En résolvant un systéme linéaire d’inconnues x, y, z, t, déterminer la forme des matrices M
appartenant a F'.

Pour tout nombre réel z, on considére la matrice

2:E

0 0
M(z) = 1 =z | e M3(R)
0 1

0
0
1. Pour (z,y) € R?, calculer M (x)M (y). Que remarque-t-on ?
2. En déduire que M (z) est inversible et donner son inverse.

3. Pour n € N*, déterminer M (z)".

4. Calculer A7 oi1 A est la matrice

s

I
S O =~
O = O
= N O
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MT2B TD1 :

calcul matriciel

Pour tout nombre réel x, on définit la matrice M (z) € M3(R) par :
1

0 0
Mz)=|-2*> 1 z
-2z 0 1

1. Verifier la relation  V(z,y) € R?, M(x)M(y) = M(x +vy)

2. En déduire que pour tout réel z et pour tout entier naturel n, (M (z))" =

3. Montrer que la matrice M (x) est inversible. Quel est son inverse ?

4. Justifier que 'application M : x — M (z) , de R vers M3(R), est injective.

Cette application est-elle bijective ?

1 0 0
5. Dans cette question, on pose A= |-4 1 =2
4 0 1

Donner I'expression de A" sous la forme d’un tableau matriciel pour n € IN.
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calcul matriciel

TD1 :

MT2B
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: calcul matriciel

TD1

MT2B
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

TD2 : intégration sur un segment

1 Enoncés

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considére l'intégrale I suivante :

12
I = / Tz
o T + 2
(a) Démontrer que, pour tout réel z € [0, 1], on a :
2

x 94 4
= r — —_—
T+ 2 T+ 2

(b) En déduire la valeur exacte de I.

2. On considére les intégrales I et J suivantes :

Inl6 o In16
3 1
I :/ er + dx et J :/ dx
0 e +4 0 ez—|—4

(a) Calculer I —3J et I+ J.

(b) En déduire les valeurs exactes de I et de J.

3. Soit f la fonction définie sur [—1;1] par  f(z) = V1 — a2

-,

(a) On se place dans un repére orthonormé (O; i 7). Vérifier que la courbe C représentant f
est le demi-cercle de centre O et de rayon 1 qui est situé dans le demi-plan des ordonnées
positives.

(b) En déduire la valeur de :

1
/ V1—22dx
0

I:/ elsintdt
0

A T'aide de deux intégrations par parties successives, calculer 1.

4. On considére l'intégrale I suivante :

Final 2021. Les deux questions sont indépendantes.

- =
1. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; T ,] )

On note % la courbe d’équation y = x arctan x.

\ /4

%:y:xar&nx i

\ A

-1 0]0 i 1
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

Calculer aire A de la surface située en dessous de la courbe €, au dessus de ’axe des abscisses
(O; i) et entre les droites verticales d’équations x =0 et x = 1.

2 (P+1)-1

On remarquera que . =
quera g 1+ a2 11 a2

2. En effectuant le changement de variable u = v/z, calculer 'intégrale suivante :
3/4 1

—dx.
1/4 y/z(l—2x)

I =

a désigne un nombre réel positif fixé.  Pour tout entier naturel n, on pose

a ,n
x
I, = — e Pdx
0 n'

On ne cherchera pas a expliciter I,,.
1. Calculer, en fonction de a, Ij.

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x de I'intervalle [0;a] :

O< je_xg
n.

(b) En déduire un encadrement de I,, pour tout entier naturel n.

(c) Déterminer la limite de la suite (15,),,cpy - On rappelle que a” = o(n!)
(n—+00)
ak
3. Démontrer, pour tout entier naturel k£ non nul, I’'égalité I — I = 7 e ?

4. Déduire de ce qui précéde que,

n k
VneN, I, —Ilh=—eY ‘I;
k=1

n k

- . a

5. En déduire finalement lim ,; o
=0

n—-+o00

@ En bonus! On se propose d’étudier la fonction f définie sur l'intervalle ] 0, +o0o[ par :

T Int
— [ 2
f(@) /1 1+ 2

On désigne par I' sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O; i, j

» J)
1. (a) Justifier la dérivabilité de f sur ] 0, +oo[ et calculer f'(z).
(b) En déduire le sens de variations de f sur |0, 4o0].

(c¢) Que peut-on dire du signe de f(x)?

“lInt
2. (a) Pour x > 0, calculer —- dt
1t
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

(b) Montrer que pour tout x > 1,

1(1_1_lnx)<f(x)<<1_l_lnx>
2 x T T x

3. On admet le théoréme suivant :

Si ¢ est une fonction monotone sur lintervalle [a, +oo[, alors ¢ admet une limite,
finie ou infinie, en +oo0.

Prouver que f admet une limite réelle £ en +o00. Encadrer cette limite /.

4. (a) Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par g(z) = f(x) — f <1>
T
Calculer ¢'(x).

1
(b) En déduire que pour tout réel x >0, f(z)=f <x>

(c) Démontrer que f admet une limite finie en zéro. Préciser cette limite.
On prolonge par continuité la fonction f en zéro en posant f(0) = lim+ f(x)
z—0

(xlnx —z)

1
5. (a) Montrer que pour tout x €]0; 1], flz)— f(0) < 5

(b) Démontrer que f n’est pas dérivable a droite en zéro.
Que peut-on dire de la courbe I' au point d’abscisse zéro?

6. (a) A l'aide de la calculatrice, donner des valeurs décimales approchées a 1072 pres de
3
) - s e 165

10, 50). 1 (5
(b) Tracer Pallure de la courbe T.
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intégration sur un segment
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MT2B TD3 : espaces vectoriels

TD3 : espaces vectoriels

1 Enoncés

Y@ On note & = (e1, e, e3) la base canonique de R?.
On pose u=-e —ey=(1,—1,0) et w = e1 — 2ey + e3.

Démontrer que la famille € = (u, w, e1) est une base de R3.

Montrer que ’ensemble E = {P € Ry[X] | P(V2) = 0} est un espace vectoriel sur R et en

donner une base.

@ On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C! sur R.
Soient F = {f € C'(R,R) | f(0)=f(0)=0}etG={zr—az+b | (a,b) € R*}.

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de £ = Cl(IR, R).

L) MNédian 2022 .
On se place dans E = R[X] le R—espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, a une indé-
terminée X. On considére les sous-ensembles de E suivants :

F = {PGE | P(1)=0 et /OlP(t)dtzo} et G =Vect(X*+ X +1)
1. Donner un exemple de polynéme non nul, de degré 2, appartenant a F'.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
Vérifier que F' et G sont en somme directe.

Démontrer par ’absurde, que le polynéme constant égal & 1, n’appartient pas & F + G.

BT ol

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires dans E 7

Soit E un KK— espace vectoriel de dimension finie égale a 4.
On considére deux sous-espaces vectoriels I’ et G de FE tels que

dim F'=dimG =3 et F+G
1. Démontrer que 2 < dim(FNG) <3.

2. En déduire dim(F N G).

En bonus! Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, admettant pour base (e1, ez, e3).
On se donne les vecteurs :

fi=ei+er+es, fo=e+ex—e3, fz=—-e+e3, fi=e+e

1. Justifier que (f1, f2, f3, f1) est une famille liée.
2. Montrer que B = (f1, fa, f3) est une base de E.

3. Déterminer les coordonnées du vecteur u = e + 2 e9 + ez dans la base A.
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TD4 : développements limités

1 Enoncés

sin x

Calculer le développement limité & 'ordre 3 au voisinage de zéro de la fonction f:x+—e

On considére application f: R — R définie sur R par :
x

1 si z#0

f(z)=
1 si =0

On désigne par € la courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére orthogonal.
1. Calculer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de f.

2. En déduire une équation de la tangente (T) & la courbe € au point d’abscisse 0 et la position
locale de (T) par rapport & € au voisinage de ce point.

i)  Final 2021. 1. Déterminer le développement limité & l'ordre 4, au voisinage de zéro, de la

fonction f : x+—— —— — cosx

V1422

2. En déduire I'équation réduite de la tangente (T) a la courbe € représentative de f au point
0(0,0). Préciser la position locale de € par rapport a (T) au voisinage du point O.

a lordre 2

109 1. (a) Rappeler sans justification, le développement limité de = — 1
x

au voisinage de zéro.

(b) En déduire le développement limité a 'ordre 3 en zéro de x —— In(1 + z).

2. On consideére la fonction f définie sur l'intervalle ouvert I =] — 1, +oo[ par
In(1
m+) o 20
fz) = !
1 si x=0

(a) Montrer que f est continue en zéro.
(b) Ecrire le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de 0 de f.
(c) f est-elle dérivable en 07 Si oui, donner f’(0).
3. On définit la fonction g sur I\ {0} par g(x)=(1+ x)%
b _ eb Ina

On rappelle que pour tous réels a et b tels que a > 0, a’ =

(a) Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction
x+— exp (f(z) —1).
(b) En déduire le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de g.

1 n
4. On pose, pour tout entier naturel non nul n, wu, = <1 + > .
n

(a) Pour n € IN*, exprimer w, & l’aide de la fonction g.
En déduire que la suite (u,)nen+ est convergente et préciser sa limite £.

(b) En utilisant la question 3.(b), proposer un équivalent simple de w, — ¢ lorsque n tend
vers +00.
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En bonus! On considére la fonction f définie sur |1, +oo[ par :

Fe) = 22, /1 +sin (%)

Vz €)1, +o0l, 1
Tz —

On désigne par € la courbe représentative de f.

1. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction :

1 +sin(h)

: h
g =TTy

2. En déduire que pour x au voisinage de 400 on a :

3 11 1 . .
flx)=a+ 3 + % + ;5(3}) ol Igrfoos(z) =0.

3. Démontrer que ¢y admet en 400 une asymptote A dont on précisera 1'équation.

4. Etudier la position de ¢ par rapport & A au voisinage de +o00.
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MT2B TD5 : applications linéaires

TDS5 : applications linéaires

1 Enoncés
Bl Avec le théoréme du rang . Soit f € Z(R?) tel que fo f=0.
1. Montrer que Im f C Ker f.

2. On suppose de plus que f # 0.
Déterminer par disjonction des cas, le rang de f.

Soit £ = C(R,R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur R & valeurs dans R.
On considére 'application ® qui, a toute fonction f de E, associe la fonction ®(f) deéfinie sur R

par

x+1
Yz eR, o(f)(z) :/ (1) dt

1. (a) Soit f € E. En introduisant une primitive F' de f sur R, justifier que ®(f) est dérivable
sur R.

(b) En déduire que l'application ® n’est pas surjective.
2. Montrer que ® est un endomorphisme de F.

3. Soit la fonction ¢ : z — cos(2m ). Calculer pour tout réel z, ®(g)(z).
® est-elle injective 7 Justifier.

Soient E un IKK—espace vectoriel et f un endomorphisme de F.
On note f2= fo f.

Démontrer I’équivalence suivante :

ImfﬂKerf:{O_bz} «— Ker f = Ker f>
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MT2B TD5 : applications linéaires

Bonus : avec des polynémes.  On note :
e £ = R[X] lespace vectoriel réel des polynémes & une indéterminée et & coefficients réels,

e £, = R, [X] le sous-espace vectoriel de F formé des polynémes de degré inférieur ou égal a n (ou
n € IN).

On définit Papplication A : E — E par A(P)=P(X +1)— P(X)
1. Rappeler, sans démonstration, la dimension de 'espace E,, et sa base canonique %,,.

2. Montrer que A est une application linéaire.

3. (a) Si C est un polyndme constant, que peut-on dire de A(C’) ?

(b) Déterminer le noyau de A. A est-elle injective ?

4. Soit n un entier naturel non nul.

(a)
(b)
(c)

(d) Justifier que si @ € E,,_1, il existe un unique P € E,, tel que A(P) = Q et P(0) = 0.

Montrer que, pour tout polynéme non constant P, deg(A(P)) = deg(P) — 1
En déduire que A(E,) C Ep_1.

Démontrer que A(E,) = Ep—1. A est-elle surjective 7

5. Soit (H;)ien la suite de polynéomes définie par :

i—1
. . 1
Hyo=1 et VielN* Hi:ﬂ]}:[()(x—k):

X(X—1)(X-2)... (X —i+1)
il

(a) Préciser Hy, Ho, Hs et calculer Hy + 6 Hy + 6 Hs.
(b) Calculer A(Hy) et A(Hy). Prouver que, pour tout entier naturel ¢ vérifiant 2 < i < 4,

A(H;) = Hi
6. (a) En utilisant la question 5, déterminer le polynéme P € Ejy tel que P(0) =0 et
P(X+1)-P(X)= X3
Indication : on exprimera P comme combinaison linéaire des H; .

n
(b) En déduire la valeur de S = Z E® pour n € IN*.
k=0
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MT2B TD6 : fonctions de deux variables

TDG6 : fonctions de deux variables

1 Enoncés

1610 Vrai ou Faux?

1. L'ensemble {(z,y) € R? | zy > 1} est une partie ouverte de R
2. La ligne de niveau 2 de la fonction (z,y) — 22y — 1 est une parabole.

sin(x? + 5?)

3. La fonction ¢ : (z,y) —>
g (z,y) R

admet une limite réelle en (0,0).
v

z2 4+ 3y?

si (z,9) # (0,0) et f(0,0)=0. Alors f est continue sur R

4. On considére la fonction f définie sur R? par flz,y) =

5. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R?, & valeurs dans R.

Si f admet des dérivées partielles premiéres en un point a € U, alors f est continue en a.

¥ Final 2019. On considére la fonction f définie sur R? par :
V(z,y) R flz,y) =2t —xy® + 3y
1. Calculer les dérivées partielles premiéres de f en tout point (z,y) de R?.

2. Démontrer que f admet un unique point critique a que ’on précisera.

, : - A y\* 5 4
3. (a) Développer Pexpression : 2 =5 + Ty =5 +§y

(b) La fonction f posséde-t-elle un extremum ? Est-il global ou seulement local 7

Final 2016.
xT

. . . 1
On admet dans cet exercice que 'équation d’inconnue z, e* = —
x

admet une solution et une seule a dans R™ =)0, +o0], et que 3 <a<l.
On considére Pouvert U =)0, +co[xR de R? et la fonction f de classe C? sur U définie par

£ U — R

1
(z,y) > —+e" —ye¥
X

1. Représenter graphiquement ’ensemble U.
Calculer les dérivées partielles premiéres de f en tout point (z,y) € U.

2. Montrer que f admet deux points critiques et deux seulement, dont I'un des deux est
a=(a,—2).

3. Est-ce que f admet un extremum local en a7 Si oui, préciser sa nature.
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Le but de 'exercice est I’étude des extremums de la fonction

f: R? — R
(z,y) — x> —2zy+2y>+e”

x

xT

Montrer que ’équation d’inconnue réelle z, e~ * = z, admet une solution et une seule «.

1
Vérifier que 3 <a<l. On rappelle que e > 2 et /e < 2.

Calculer les dérivées partielles premiéres de la fonction f.

Déterminer en fonction de a, le seul point critique de f, c¢’est-a-dire le seul couple de R?
en lequel f est susceptible de présenter un extremum.

Calculer les dérivées partielles secondes de f.

En déduire que f présente un extremum m en un unique point de R2.
S’agit-il d’un minimum ou d’un maximum ?

Exprimer en fonction de « la valeur exacte de cet extremum m.
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TD7 : matrices et applications linéaires

1 Enoncés

Final 2021. On note E = R3[X] 'espace vectoriel réel des polynomes de degré inférieur ou
égal & 3. On considére 'application

p: F — FE
1
P +— P”—gXP’—i—P.

1. Donner sans justification la dimension de E. Prouver que ¢ est une application linéaire.

2. (a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique £ = (1, X, X%, X?)
(b) Calculer le rang de A. En déduire la dimension du noyau de .

(c) Exprimer ¢(X?) en fonction de ¢(X). En déduire une base de Ker .

E désigne un espace vectoriel sur C de dimension 3, rapporté a une base # = (e1, e, e3).
Pour tout nombre complexe k, on considére 'endomorphisme f de FE défini par :

f(€2) =0 et f(el) = f(€3) =ke+e—kes
1. Calculer f(e1 +ies —e3).

2. (a) Deéterminer une base de Im f et donner le rang de f.

(b) En déduire la dimension du noyau de f et montrer que Kerf = Vect(ea, 1 — e3).

3. Ecrire la matrice A de f dans 2 et calculer A%. En déduire sans calcul fo f.

4. On pose €] = f(e1) , eh=e1—e3 et eh=e3

(a) Montrer que (e}, €5, e3) est une base de E.

(b) Donner la matrice A’ de f dans cette base.

5. Pour tout complexe z non nul, on pose B(z) =A—z1,
I désignant la matrice identité de 9t3(C).

(a) Calculer (A — 2zI)(A + zI). En déduire que B(z) est inversible puis écrire (B(z))™! en
fonction de z, I et A.

(b) Pour tout n de IN*, déterminer (B(z))" en fonction de z, n, I et A.
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Final 2018.
On note & = (e, €3, e3) la base canonique de R3.
On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base % est :

0 -2 -5
A=1-2 0 4
1 1 0

On pose enfin u=-e —ey=(1,—1,0) et w=-ej+ f(e1)

1. (a) Calculer le vecteur w.
(b) Démontrer que la famille € = (u, w, e1) est une base de R3.
(¢) Expliciter la matrice P de passage de la base % vers la base €.
2. (a) Déterminer la matrice 7' de f dans la base %
(b) L’endomorphisme f est-il bijectif ?

(¢) Donner sans justification, le lien entre les matrices T, A, P et P~ L.
3. Le but de la fin de I'exercice est de trouver une matrice carrée Xy € M3(R) vérifiant I'égalité :

X2 -2Xg—I3=A.

Soit X une matrice carrée de M3(R). On pose Y = P"!X P.

(a) Verifier que Y2 =P 'X?P.
(b) Montrer que si Y vérifie 'équation (x) : Y? =2V — I3 =T
alors X vérifie X2 —2X — I3 = A.

a 0 0
4. (a) Déterminer la matrice Yo = [0 b ¢ | vérifiant ’équation (%) et dont les coefficients
0 0 b

diagonaux sont strictement positifs.

(b) En déduire une matrice Xy solution de X2 —2X — I3 = A.
On exprimera X a l'aide de P et de P! sans chercher a calculer les 9 coefficients de Ia
matrice Xj.

%38 Fn bonus!
Soit E = Ry[X] lespace vectoriel des polynomes de degré au plus 2, a coefficients réels, muni de
la base canonique & = (1, X, X2).
On définit application f sur E par: YP € E, f(P)=2XP — (X?-1)P'.
1. Vérifier que si P appartient a E, alors f(P) est de degré au plus 2.

2. Montrer que f est un endomorphisme de E.

3. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique % de E. Quel est le rang de A?
f est-il bijectif 7

4. Onpose Qi=(1+X)? , Q=1-X?¢et Q3=(1-X)>2

a) Démontrer que la famille B' = (Q1, Q2, Q3) est une base de E.

(a)

(b) Calculer f(Q1), f(Q2) et f(Q3) en fonction de Q1, Q2 et Qs.

(c) En déduire la matrice A" de f dans la base B'.
)

(d) Déterminer le noyau de f.
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TD7 : matrices et applications linéaires
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TDT7 : matrices et applications linéaires
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TD7 : matrices et applications linéaires
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