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MT2B TD0 : arcsin, arccos, arctan

TD0 : arcsin, arccos, arctan

1 Énoncé

11 1. Donner trois expressions di�érentes pour cos(2x).

2. Prouver l'égalité :

arccos

(
3

4

)
= 2 arcsin

(√
2

4

)

2 Corrigé

11

1. Pour tout réel x,
cos(2x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x

2. Posons a = arccos

(
3

4

)
, b = 2 arcsin

(√
2

4

)
et x = arcsin

(√
2

4

)
.

Calculons les cosinus de a et b.

� cos a = 3/4 car ∀ t ∈ [−1 , 1], cos(arccos t) = t

� cos b = cos(2x) = 1− 2 sin2 x = 1− 2×

(√
2

4

)2

= 1− 1

4
=

3

4

� Les réels a et b ont même cosinus. De plus a ∈ [0 , π] (car la fonction arccos est à valeurs dans
[0 , π]) et x ∈ [0 , π/2] (car x est l'arcsinus d'un réel positif). Donc a et b = 2x appartiennent
tous les deux à l'intervalle [0 , π].

On en déduit que a = b
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MT2B TD1 : calcul matriciel

TD1 : calcul matriciel

1 Énoncés

35 On pose A =

(
1 1
0 2

)
. Calculer An pour tout entier naturel n.

36 On considère la matrice A =

 1 0 0
0 1 1
3 1 1

.

Soient B =

 1 1 1
0 1 0
1 0 0

 et C =

 1 1 1
1 2 1
0 −1 −1

.

Montrer que AB = AC, a-t-on B = C ? Que peut-on en conclure sur A ?

37 Final 2021. On se donne la matrice carrée A =

(
−1 0
3 2

)
∈M2(R)

et on désigne par F l'ensemble des matrices M de M2(R) telles que AM = MA.

On pose M =

(
x y
z t

)
où x, y, z et t sont des nombres réels.

En résolvant un système linéaire d'inconnues x, y, z, t, déterminer la forme des matrices M
appartenant à F .

38 Pour tout nombre réel x, on considère la matrice

M(x) =

 2x 0 0
0 1 x
0 0 1

 ∈M3(R)

1. Pour (x, y) ∈ R2, calculer M(x)M(y). Que remarque-t-on ?

2. En déduire que M(x) est inversible et donner son inverse.

3. Pour n ∈ N⋆, déterminer M(x)n.

4. Calculer A7 où A est la matrice

A =

 4 0 0
0 1 2
0 0 1

 .
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MT2B TD1 : calcul matriciel

39 Pour tout nombre réel x, on dé�nit la matrice M(x) ∈M3(R) par :

M(x) =

 1 0 0

−x2 1 x
−2x 0 1


1. Véri�er la relation ∀ (x, y) ∈ R2, M(x)M(y) = M(x+ y)

2. En déduire que pour tout réel x et pour tout entier naturel n, (M(x))n = M(nx)

3. Montrer que la matrice M(x) est inversible. Quel est son inverse ?

4. Justi�er que l'application M : x 7−→M(x) , de R vers M3(R), est injective.
Cette application est-elle bijective ?

5. Dans cette question, on pose A =

 1 0 0
−4 1 −2
4 0 1


Donner l'expression de An sous la forme d'un tableau matriciel pour n ∈ N.
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MT2B TD1 : calcul matriciel
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1.
S
oi
t
(x
,y
)
∈
R

2
.
C
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cu
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n
s
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d
u
it
:

M
(x
)
×

M
(y
)

=
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0
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0

1

  ×
 2y

0
0

0
1

y
0

0
1

 
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+
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+
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+

y
0

0
1
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=
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y
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2.
D
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rè
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p
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en
te
,
p
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r
to
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∈
R
:

M
(x
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(−
x
)
=
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−
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)
=
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(0
).
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=
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1.
,
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:
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)2

=
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)M

(x
)
=
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(x

+
x
)
=

M
(2
x
).

A
in
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:

M
(x
)3

=
M

(x
)2
M

(x
)
=

M
(2
x
)M

(x
)
=

M
(2
x
+
x
)
=

M
(3
x
).

D
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ù
,
p
ar
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n
e
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cu
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m
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:

∀n
∈
N

⋆
,

M
(x
)n

=
M

(n
x
).
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MT2B TD1 : calcul matriciel
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 
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

TD2 : intégration sur un segment

1 Énoncés

63 Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considère l'intégrale I suivante :

I =

∫ 1

0

x2

x+ 2
dx

(a) Démontrer que, pour tout réel x ∈ [0 , 1], on a :

x2

x+ 2
= x− 2 +

4

x+ 2

(b) En déduire la valeur exacte de I.

2. On considère les intégrales I et J suivantes :

I =

∫ ln 16

0

ex + 3

ex + 4
dx et J =

∫
ln16

0

1

ex + 4
dx

(a) Calculer I − 3J et I + J .

(b) En déduire les valeurs exactes de I et de J .

3. Soit f la fonction dé�nie sur [−1; 1] par f(x) =
√

1− x2

(a) On se place dans un repère orthonormé (O; i⃗, j⃗). Véri�er que la courbe Cf représentant f
est le demi-cercle de centre O et de rayon 1 qui est situé dans le demi-plan des ordonnées
positives.

(b) En déduire la valeur de : ∫ 1

0

√
1− x2 dx

4. On considère l'intégrale I suivante :

I =

∫ π

0
et sin t dt

A l'aide de deux intégrations par parties successives, calculer I.

64 Final 2021. Les deux questions sont indépendantes.

1. Le plan est rapporté à un repère orthonormal
(
O ;
−→
i ,
−→
j
)
.

On note C la courbe d'équation y = x arctanx.
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

Calculer l'aire A de la surface située en dessous de la courbe C , au dessus de l'axe des abscisses
(O ;
−→
i ) et entre les droites verticales d'équations x = 0 et x = 1.

On remarquera que :
x2

1 + x2
=

(x2 + 1)− 1

1 + x2
.

2. En e�ectuant le changement de variable u =
√
x, calculer l'intégrale suivante :

I =

∫ 3/4

1/4

1√
x(1− x)

dx.

65 a désigne un nombre réel positif �xé. Pour tout entier naturel n, on pose

In =

∫ a

0

xn

n!
e−x dx

On ne cherchera pas à expliciter In.

1. Calculer, en fonction de a, I0.

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x de l'intervalle [0 ; a] :

0 ⩽
xn

n!
e−x ⩽

xn

n!

(b) En déduire un encadrement de In pour tout entier naturel n.

(c) Déterminer la limite de la suite (In)n∈N . On rappelle que an =
(n→+∞)

o(n!)

3. Démontrer, pour tout entier naturel k non nul, l'égalité Ik − Ik−1 = −
ak

k!
e−a

4. Déduire de ce qui précède que,

∀n ∈ N∗, In − I0 = −e−a
n∑

k=1

ak

k!

5. En déduire �nalement lim
n→+∞

n∑
k=0

ak

k!

66 En bonus ! On se propose d'étudier la fonction f dé�nie sur l'intervalle ] 0,+∞[ par :

f(x) =

∫ x

1

ln t

1 + t2
dt

On désigne par Γ sa courbe représentative dans le plan rapporté à un repère orthogonal (O ;
−→
i ,
−→
j )

1. (a) Justi�er la dérivabilité de f sur ] 0,+∞[ et calculer f ′(x).

(b) En déduire le sens de variations de f sur ] 0,+∞[.

(c) Que peut-on dire du signe de f(x) ?

2. (a) Pour x > 0, calculer
∫ x

1

ln t

t2
dt
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MT2B TD2 : intégration sur un segment

(b) Montrer que pour tout x > 1,

1

2

(
1− 1

x
− lnx

x

)
⩽ f(x) ⩽

(
1− 1

x
− lnx

x

)
3. On admet le théorème suivant :

Si φ est une fonction monotone sur l'intervalle [a,+∞[, alors φ admet une limite,
�nie ou in�nie, en +∞.

Prouver que f admet une limite réelle ℓ en +∞. Encadrer cette limite ℓ.

4. (a) Soit g la fonction dé�nie sur ] 0,+∞[ par g(x) = f(x)− f

(
1

x

)
Calculer g′(x).

(b) En déduire que pour tout réel x > 0, f(x) = f

(
1

x

)
(c) Démontrer que f admet une limite �nie en zéro. Préciser cette limite.

On prolonge par continuité la fonction f en zéro en posant f(0) = lim
x−→0+

f(x)

5. (a) Montrer que pour tout x ∈] 0; 1[ , f(x)− f(0) ⩽
1

2
(x lnx− x)

(b) Démontrer que f n'est pas dérivable à droite en zéro.
Que peut-on dire de la courbe Γ au point d'abscisse zéro ?

6. (a) À l'aide de la calculatrice, donner des valeurs décimales approchées à 10−2 près de

f(0) , f(2) , f

(
3

2

)
, f(4) et f(8).

(b) Tracer l'allure de la courbe Γ.
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MT2B TD2 : intégration sur un segment
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=
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=
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=
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∫ π 0

et
co
s
t
d
t

P
os
on
s

{ g(
t)

=
co
s
t

v
′ (
t)

=
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=
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=
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e
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=
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=
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2
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n
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=
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E
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at
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−
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+
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−
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−
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√
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u
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√
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d
i�
ér
en
ti
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=
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d
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d
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=
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.
D
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=
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d
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�
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l
d
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⇒
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√
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an
d
e
:
p
u
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e
√
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eu
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√
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éd
u
it
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oi
s
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s
p
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:
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/
2
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2

1

u
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2
u
d
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d
u
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2
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/
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−
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.
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5
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=

∫ a 0

e−
x
d
x
=
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x
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=
−
e−
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−
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e0
)
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=
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−

e−
a

2.
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∈
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∈
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⩽
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⩽
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⩽
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⩾
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p
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⩽
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b
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é
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⩽
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=

[ x
n
+
1

(n
+
1
)
n
!] a 0

=
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∈
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⩽
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n
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n
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p
p
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é
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e
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∞
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e
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∞
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∀
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∞
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p
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∞
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at
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+

I k
−
1

4.
P
ou
r
to
u
t
n
d
e
N
∗ ,

I n
−
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=
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−
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−
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p
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at
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en
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∞
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O
n
d
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it
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ct
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n
f
su
r
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in
te
rv
al
le
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,+
∞
[
p
ar

:

f
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)
=

∫ x 1

ln
t

1
+

t2
d
t

1.
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)
S
oi
t
la
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n
ct
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n
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t
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ln
t
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+
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A
lo
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h
es
t
d
ér
iv
ab
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r
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∞
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d
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∞
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p
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∞
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u
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en
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f
es
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d
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iv
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le

su
r
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,+
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[
et
∀
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∞
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f
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x
)
=

h
(x
)
=

ln
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+

x
2
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f
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=
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ou
r
to
u
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⩾
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d
on
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x
)
es
t
d
u
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e
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en
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e
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e
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ro
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t
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∞
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f
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en
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su
r
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⇒

f
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)
>

f
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⇒

f
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⇒

f
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)
⇒
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A
in
si
∀
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∞

[\
{1
}
,

f
(x
)
>

0

2.
(a
)
S
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>
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=
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∞
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=
−
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1
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∈
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⩽
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⩽
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⩽
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⩽
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⩾
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r
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⩾
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∀
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⩽
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⩽
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⩽
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) ⩽
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⩽
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)
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∞
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∞
.
C
et
te

li
m
it
e
n
e
p
eu
t
p
as

êt
re
−
∞
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∀
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⩽
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∀
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∞
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p
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d
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⩽
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∞
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=
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+
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=
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+
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=
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+
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=

0

(b
)
O
n
en

d
éd
u
it
qu

e
la

fo
n
ct
io
n
g
es
t
co
n
st
an
te

su
r
l'
in
te
r
v
a
ll
e
]0
;+
∞
[

A
in
si
∀
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=
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>
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∞
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ℓ
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→
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=
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=
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+
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+
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−
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=
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MT2B TD3 : espaces vectoriels

TD3 : espaces vectoriels

1 Énoncés

87 On note B = (e1 , e2 , e3) la base canonique de R3.
On pose u = e1 − e2 = (1,−1, 0) et w = e1 − 2e2 + e3.

Démontrer que la famille C = (u , w , e1) est une base de R
3.

88 Montrer que l'ensemble E =
{
P ∈ R4[X] | P (

√
2) = 0

}
est un espace vectoriel sur R et en

donner une base.

89 On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions de classe C1 sur R.
Soient F =

{
f ∈ C1(R,R) | f(0) = f ′(0) = 0

}
et G =

{
x 7→ ax+ b | (a, b) ∈ R2

}
.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E = C1(R,R).

90 Médian 2022 .
On se place dans E = R[X] le R−espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels, à une indé-
terminée X. On considère les sous-ensembles de E suivants :

F =

{
P ∈ E | P (1) = 0 et

∫ 1

0
P (t) dt = 0

}
et G = Vect(X2 +X + 1)

1. Donner un exemple de polynôme non nul, de degré 2, appartenant à F .

2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

3. Véri�er que F et G sont en somme directe.

4. Démontrer par l'absurde, que le polynôme constant égal à 1, n'appartient pas à F +G.

5. Les sous-espaces vectoriels F et G sont-ils supplémentaires dans E ?

91 Soit E un K− espace vectoriel de dimension �nie égale à 4.
On considère deux sous-espaces vectoriels F et G de E tels que

dimF = dimG = 3 et F ̸= G

1. Démontrer que 2 ⩽ dim(F ∩G) ⩽ 3 .

2. En déduire dim(F ∩G).

92 En bonus ! Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, admettant pour base (e1, e2, e3).
On se donne les vecteurs :

f1 = e1 + e2 + e3 , f2 = e1 + e2 − e3 , f3 = −e1 + e3 , f4 = e1 + e2

1. Justi�er que (f1, f2, f3, f4) est une famille liée.

2. Montrer que B = (f1, f2, f3) est une base de E.

3. Déterminer les coordonnées du vecteur u = e1 + 2 e2 + e3 dans la base B.
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TD4 : développements limités

1 Énoncés

106 Calculer le développement limité à l'ordre 3 au voisinage de zéro de la fonction f : x 7−→ esinx

107 On considère l'application f : R −→ R dé�nie sur R par :

f (x) =


x

ex − 1
si x ̸= 0

1 si x = 0

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan rapporté à un repère orthogonal.

1. Calculer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de f .

2. En déduire une équation de la tangente (T) à la courbe C au point d'abscisse 0 et la position
locale de (T) par rapport à C au voisinage de ce point.

108 Final 2021. 1. Déterminer le développement limité à l'ordre 4, au voisinage de zéro, de la

fonction f : x 7−→ 1√
1 + x2

− cosx

2. En déduire l'équation réduite de la tangente (T) à la courbe C représentative de f au point
O(0, 0). Préciser la position locale de C par rapport à (T) au voisinage du point O.

109 1. (a) Rappeler sans justi�cation, le développement limité de x 7−→ 1

1 + x
à l'ordre 2

au voisinage de zéro.

(b) En déduire le développement limité à l'ordre 3 en zéro de x 7−→ ln(1 + x).

2. On considère la fonction f dé�nie sur l'intervalle ouvert I =]− 1 , +∞[ par

f(x) =


ln(1 + x)

x
si x ̸= 0

1 si x = 0

(a) Montrer que f est continue en zéro.

(b) Écrire le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de f .

(c) f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner f ′(0).

3. On dé�nit la fonction g sur I \ {0} par g(x) = (1 + x)
1
x .

On rappelle que pour tous réels a et b tels que a > 0, ab = eb ln a

(a) Déterminer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction
x 7−→ exp (f(x)− 1).

(b) En déduire le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de g.

4. On pose, pour tout entier naturel non nul n, un =

(
1 +

1

n

)n

.

(a) Pour n ∈ N∗, exprimer un à l'aide de la fonction g.
En déduire que la suite (un)n∈N∗ est convergente et préciser sa limite ℓ.

(b) En utilisant la question 3.(b), proposer un équivalent simple de un − ℓ lorsque n tend
vers +∞.
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110 En bonus ! On considère la fonction f dé�nie sur ]1,+∞[ par :

∀x ∈]1,+∞[, f(x) =
x2
√

1 + sin
(
1
x

)
x− 1

.

On désigne par Cf la courbe représentative de f .

1. Déterminer le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction :

g : h 7→
√
1 + sin(h)

1− h
.

2. En déduire que pour x au voisinage de +∞ on a :

f(x) = x+
3

2
+

11

8x
+

1

x
ε(x) où lim

x→+∞
ε(x) = 0.

3. Démontrer que Cf admet en +∞ une asymptote ∆ dont on précisera l'équation.

4. Étudier la position de Cf par rapport à ∆ au voisinage de +∞.
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TD5 : applications linéaires

1 Énoncés

130 Avec le théorème du rang . Soit f ∈ L (R3) tel que f ◦ f = 0̃.

1. Montrer que Im f ⊂ Ker f .

2. On suppose de plus que f ̸= 0̃.
Déterminer par disjonction des cas, le rang de f .

131 Soit E = C(R,R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur R à valeurs dans R.
On considère l'application Φ qui, à toute fonction f de E, associe la fonction Φ(f) dé�nie sur R
par

∀x ∈ R, Φ(f)(x) =
∫ x+1

x
f(t) dt

1. (a) Soit f ∈ E. En introduisant une primitive F de f sur R, justi�er que Φ(f) est dérivable
sur R.

(b) En déduire que l'application Φ n'est pas surjective.

2. Montrer que Φ est un endomorphisme de E.

3. Soit la fonction g : x 7−→ cos(2π x). Calculer pour tout réel x, Φ(g)(x).
Φ est-elle injective ? Justi�er.

132 Soient E un K−espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
On note f2 = f ◦ f .

Démontrer l'équivalence suivante :

Im f ∩Ker f =
{−→
0E

}
⇐⇒ Ker f = Ker f2
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133 Bonus : avec des polynômes. On note :
• E = R[X] l'espace vectoriel réel des polynômes à une indéterminée et à coe�cients réels,
• En = Rn[X] le sous-espace vectoriel de E formé des polynômes de degré inférieur ou égal à n (où
n ∈ N).

On dé�nit l'application ∆ : E −→ E par ∆
(
P
)
= P (X + 1)− P (X)

1. Rappeler, sans démonstration, la dimension de l'espace En et sa base canonique Bn.

2. Montrer que ∆ est une application linéaire.

3. (a) Si C est un polynôme constant, que peut-on dire de ∆
(
C
)
?

(b) Déterminer le noyau de ∆. ∆ est-elle injective ?

4. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Montrer que, pour tout polynôme non constant P , deg
(
∆(P )

)
= deg(P )− 1

(b) En déduire que ∆(En) ⊂ En−1.

(c) Démontrer que ∆(En) = En−1. ∆ est-elle surjective ?

(d) Justi�er que si Q ∈ En−1, il existe un unique P ∈ En tel que ∆(P ) = Q et P (0) = 0.

5. Soit (Hi)i∈N la suite de polynômes dé�nie par :

H0 = 1 et ∀i ∈ N∗, Hi =
1

i!

i−1∏
k=0

(X − k) =
X(X − 1)(X − 2) . . . (X − i+ 1)

i !

(a) Préciser H1, H2, H3 et calculer H1 + 6H2 + 6H3.

(b) Calculer ∆(H0) et ∆(H1). Prouver que, pour tout entier naturel i véri�ant 2 ⩽ i ⩽ 4,

∆(Hi) = Hi−1

6. (a) En utilisant la question 5, déterminer le polynôme P ∈ E4 tel que P (0) = 0 et

P (X + 1)− P (X) = X3

Indication : on exprimera P comme combinaison linéaire des Hi .

(b) En déduire la valeur de S =
n∑

k=0

k3 pour n ∈ N∗.
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TD6 : fonctions de deux variables

1 Énoncés

156 Vrai ou Faux ?

1. L'ensemble
{
(x, y) ∈ R2 | xy > 1

}
est une partie ouverte de R2.

2. La ligne de niveau 2 de la fonction (x, y) 7−→ 2xy − 1 est une parabole.

3. La fonction g : (x, y) 7−→ sin(x2 + y2)

x2 + y2
admet une limite réelle en (0, 0).

4. On considère la fonction f dé�nie sur R2 par f(x, y) =
xy

x2 + 3 y2

si (x, y) ̸= (0, 0) et f(0, 0) = 0. Alors f est continue sur R2.

5. Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U de R2, à valeurs dans R.

Si f admet des dérivées partielles premières en un point a ∈ U , alors f est continue en a.

157 Final 2019. On considère la fonction f dé�nie sur R2 par :

∀ (x, y) ∈ R2, f(x, y) = x4 − x y3 + 3 y4

1. Calculer les dérivées partielles premières de f en tout point (x, y) de R2.

2. Démontrer que f admet un unique point critique a que l'on précisera.

3. (a) Développer l'expression :

(
x2 − y2

2

)2

+

(
xy − y2

2

)2

+
5

2
y4

(b) La fonction f possède-t-elle un extremum? Est-il global ou seulement local ?

158 Final 2016.

On admet dans cet exercice que l'équation d'inconnue x, ex =
1

x2

admet une solution et une seule α dans R+∗ =]0 , +∞[, et que
1

2
< α < 1.

On considère l'ouvert U =]0,+∞[×R de R2 et la fonction f de classe C2 sur U dé�nie par

f : U −→ R

(x, y) 7−→ 1

x
+ ex − y2 ey

1. Représenter graphiquement l'ensemble U .

Calculer les dérivées partielles premières de f en tout point (x, y) ∈ U .

2. Montrer que f admet deux points critiques et deux seulement, dont l'un des deux est
a = (α,−2).

3. Est-ce que f admet un extremum local en a ? Si oui, préciser sa nature.
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159 Le but de l'exercice est l'étude des extremums de la fonction

f : R2 −→ R

(x, y) 7−→ x2 − 2xy + 2y2 + e−x

1. (a) Montrer que l'équation d'inconnue réelle x, e−x = x, admet une solution et une seule α.

(b) Véri�er que
1

2
< α < 1. On rappelle que e > 2 et

√
e < 2.

2. (a) Calculer les dérivées partielles premières de la fonction f .

(b) Déterminer en fonction de α, le seul point critique de f , c'est-à-dire le seul couple de R2

en lequel f est susceptible de présenter un extremum.

3. (a) Calculer les dérivées partielles secondes de f .

(b) En déduire que f présente un extremum m en un unique point de R2.
S'agit-il d'un minimum ou d'un maximum?

(c) Exprimer en fonction de α la valeur exacte de cet extremum m.
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TD7 : matrices et applications linéaires

1 Énoncés

178 Final 2021. On note E = R3[X] l'espace vectoriel réel des polynômes de degré inférieur ou
égal à 3. On considère l'application

φ : E −→ E

P 7−→ P ′′ − 1

3
X P ′ + P.

1. Donner sans justi�cation la dimension de E. Prouver que φ est une application linéaire.

2. (a) Écrire la matrice A de φ dans la base canonique B = (1 , X , X2 , X3)

(b) Calculer le rang de A. En déduire la dimension du noyau de φ.

(c) Exprimer φ(X3) en fonction de φ(X). En déduire une base de Kerφ.

179 E désigne un espace vectoriel sur C de dimension 3, rapporté à une base B = (e1, e2, e3).
Pour tout nombre complexe k, on considère l'endomorphisme f de E dé�ni par :

f(e2) = 0 et f(e1) = f(e3) = k e1 + e2 − k e3

1. Calculer f(e1 + i e2 − e3).

2. (a) Déterminer une base de Im f et donner le rang de f .

(b) En déduire la dimension du noyau de f et montrer que Kerf = Vect(e2 , e1 − e3).

3. Écrire la matrice A de f dans B et calculer A2. En déduire sans calcul f ◦ f .

4. On pose e′1 = f(e1) , e′2 = e1 − e3 et e′3 = e3

(a) Montrer que (e′1, e′2, e′3) est une base de E.

(b) Donner la matrice A′ de f dans cette base.

5. Pour tout complexe z non nul, on pose B(z) = A− z I,
I désignant la matrice identité de M3(C).

(a) Calculer (A − zI)(A + zI). En déduire que B(z) est inversible puis écrire (B(z))−1 en
fonction de z, I et A.

(b) Pour tout n de N∗, déterminer (B(z))n en fonction de z, n, I et A.
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180 Final 2018.

On note B = (e1 , e2 , e3) la base canonique de R3.
On considère l'endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base B est :

A =

 0 −2 −5
−2 0 4
1 1 0


On pose en�n u = e1 − e2 = (1,−1, 0) et w = e1 + f(e1)

1. (a) Calculer le vecteur w.

(b) Démontrer que la famille C = (u , w , e1) est une base de R
3.

(c) Expliciter la matrice P de passage de la base B vers la base C .

2. (a) Déterminer la matrice T de f dans la base C .

(b) L'endomorphisme f est-il bijectif ?

(c) Donner sans justi�cation, le lien entre les matrices T, A, P et P−1.

3. Le but de la �n de l'exercice est de trouver une matrice carrée X0 ∈M3(R) véri�ant l'égalité :
X2

0 − 2X0 − I3 = A.

Soit X une matrice carrée deM3(R). On pose Y = P−1X P.

(a) Véri�er que Y 2 = P−1X2 P.

(b) Montrer que si Y véri�e l'équation (⋆) : Y 2 − 2Y − I3 = T
alors X véri�e X2 − 2X − I3 = A.

4. (a) Déterminer la matrice Y0 =

a 0 0
0 b c
0 0 b

 véri�ant l'équation (⋆) et dont les coe�cients

diagonaux sont strictement positifs.

(b) En déduire une matrice X0 solution de X2 − 2X − I3 = A.
On exprimera X0 à l'aide de P et de P−1 sans chercher à calculer les 9 coe�cients de la

matrice X0.

181 En bonus !

Soit E = R2[X] l'espace vectoriel des polynômes de degré au plus 2, à coe�cients réels, muni de
la base canonique B = (1, X,X2).

On dé�nit l'application f sur E par : ∀P ∈ E, f(P ) = 2X P − (X2 − 1)P ′.

1. Véri�er que si P appartient à E, alors f(P ) est de degré au plus 2.

2. Montrer que f est un endomorphisme de E.

3. Écrire la matrice A de f dans la base canonique B de E. Quel est le rang de A ?
f est-il bijectif ?

4. On pose Q1 = (1 +X)2 , Q2 = 1−X2 et Q3 = (1−X)2.

(a) Démontrer que la famille B′ = (Q1, Q2, Q3) est une base de E.

(b) Calculer f(Q1), f(Q2) et f(Q3) en fonction de Q1, Q2 et Q3.

(c) En déduire la matrice A′ de f dans la base B′.
(d) Déterminer le noyau de f .
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 0 −

2 1

  =
 1 −

2 1

 
D
'o
ù

w
=

(1
,−

2
,1
)
.

(b
)
•
P
r
e
m
iè
r
e
m
é
t
h
o
d
e
:m

on
tr
on
s
qu

e
la
fa
m
il
le

C
=

(u
,
w
,
e 1
)
es
t
li
b
re
.

S
oi
t
α
1
,
α
2
et

α
3
d
es

ré
el
s
te
ls
qu

e
α
1
u
+
α
2
w
+
α
3
e 1

=
−→ 0 R

3
.

A
lo
rs

α
1
(1
,−

1
,0
)
+

α
2
(1
,−

2,
1)

+
α
3
(1
,0
,0
)
=

(0
,0
,0
).

D
'o
ù

  α
1
+

α
2
+

α
3

=
0

−
α
1
−

2α
2

=
0

α
2

=
0

d
'o
ù

  α
3

=
−
(α

1
+

α
2
)

α
1

=
−
2α

2

α
2

=
0

D
on
c

α
1
=

α
2
=

α
3
=

0.

A
in
si

C
=

(u
,
w
,
e 1
)
es
t
u
n
e
fa
m
il
le

li
b
r
e
d
e
3
ve
ct
eu
rs
d
an
s
l'
es
p
ac
e

ve
ct
or
ie
l
R

3
qu

i
es
t
d
e
d
im

en
si
on

3.
C

es
t
u
n
e
b
as
e
d
e
E
.

•
D
e
u
x
iè
m
e
m
é
t
h
o
d
e
:
d
ét
er
m
in
on
s
le

ra
n
g
d
e
la

fa
m
il
le

d
e
ve
ct
eu
rs

C
=

(u
,
w
,
e 1
).

L
e
ra
n
g
d
e
la

fa
m
il
le

C
es
t
ég
al

au
ra
n
g
d
e
la

fa
m
il
le

(e
1
,
u
,
w
)

qu
i
a
le
m
êm

e
ra
n
g
qu

e
la

m
at
ri
ce

 1
1

1
0
−
1
−
2

0
0

1

 
O
r
ce
tt
e
d
er
n
iè
re

m
at
ri
ce

es
t
tr
ia
n
gu
la
ir
e
su
p
ér
ie
u
re

et
n
e
co
m
p
or
te

au
cu
n
zé
ro

su
r
sa

d
ia
go
n
al
e.
E
ll
e
es
t
d
on
c
in
ve
rs
ib
le
et

d
e
ra
n
g
3.

L
a
fa
m
il
le

C
es
t
d
e
ra
n
g
3
et

co
m
p
or
te

3
ve
ct
eu
rs
.

C
es
t
d
on
c
u
n
e

fa
m
il
le
li
b
re

et
on

co
n
cl
u
t
co
m
m
e
d
an
s
la

p
re
m
iè
re

m
ét
h
od

e.

(c
)
L
a
m
at
ri
ce

d
e
p
as
sa
ge

d
e
la

b
as
e

B
ve
rs

la
b
as
e

C
es
t

P
=

 1
1

1
−
1
−
2

0
0

1
0 

2.
(a
)
D
ét
er
m
in
er

la
m
at
ri
ce

T
d
e
f
d
an
s
la
b
as
e

C
re
vi
en
t
à
ex
p
ri
m
er

le
s
ve
c-

te
u
rs

f
(u
),

f
(w

)
et

f
(e

1
)
co
m
m
e
co
m
b
in
ai
so
n
s
li
n
éa
ir
es

d
es

ve
ct
eu
rs

u
,
w
,
e 1
.

�
f
(u
)
=

f
(e

1
−
e 2
)
=

f
(e

1
)
−

f
(e

2
)
ca
r
f
es
t
li
n
éa
ir
e.

D
'o
ù
f
(u
)
=

(0
,−

2,
1
)
−
(−

2,
0,
1
)
=

(2
,−

2,
0
)
=

2
·(
1
,−

1,
0
)
=

2
u

�
f
(w

)
a
p
ou
r
co
or
d
on
n
ée
s
d
an
s
la

b
as
e
ca
n
on
iq
u
e

B
:

A
W

=

 0
−
2
−
5

−
2

0
4

1
1

0

  1 −
2 1

  =
 −1 2 −

1  =
−
W

O
n
en

d
éd
u
it
qu

e
f
(w

)
=
−
w

�
P
ar

hy
p
ot
h
ès
e,

w
=

e 1
+

f
(e

1
).
D
'o
ù

f
(e

1
)
=

w
−

e 1
.

A
in
si

T
=
M
at

C
(f
)
=

 2
0

0
0
−
1

1
0

0
−
1

 
(b
)
L
a
m
at
ri
ce

T
,
qu

i
re
p
ré
se
nt
e
f
d
an
s
la

b
as
e

C
,
es
t
tr
ia
n
g
u
la
ir
e
su
-

p
é
r
ie
u
r
e
et

n
e
co
m
p
or
te

a
u
c
u
n
z
é
r
o
su
r
sa

d
ia
g
o
n
a
le
.

P
ar

co
n
sé
qu

en
t
T
es
t
in
ve
rs
ib
le
et

l'
en
d
om

or
p
h
is
m
e

f
es
t
b
ij
ec
ti
f
.
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(c
)
D
'a
p
rè
s
la

fo
rm

u
le
d
e
ch
an
ge
m
en
t
d
e
b
as
e
p
ou
r
u
n
en
d
om

or
p
h
is
m
e,

T
=

P
−
1
A
P

3.
S
oi
t
X
∈
M

3
(R

).
O
n
p
os
e
Y

=
P
−
1
X

P
.

(a
)
P
ar

as
so
ci
at
iv
it
é
d
u
p
ro
d
u
it
m
at
ri
ci
el
:

Y
2
=

Y
Y

=
( P−1

X
P
)( P−

1
X

P
) =P

−
1
X

(P
P
−
1
)X

P

=
P
−
1
X

I 3
X

P
=

P
−
1
X

2
P

(b
)
O
n
su
p
p
os
e
qu

e
Y

vé
ri
�
e
l'
éq
u
at
io
n
(⋆
)
:
Y

2
−
2
Y
−

I 3
=

T
.

A
lo
rs

P
−
1
X

2
P
−

2(
P
−
1
X

P
)
−

I 3
=

T
.
O
r
I 3

=
P
−
1
P
.

D
'o
ù

P
−
1
X

2
P
−

2
P
−
1
X

P
−
P
−
1
P

=
T
.

E
n
fa
ct
or
is
an
t
le
p
re
m
ie
r
m
em

b
re

à
ga
u
ch
e
p
ar

P
−
1
,
on

ob
ti
en
t
:

P
−
1
( X2

P
−

2X
P
−

P
) =T

.
P
u
is

P
−
1
( X2

−
2
X

+
I 3
) P=

T
.

O
r
d
'a
p
rè
s
la

qu
es
ti
on

2.
(c
),
T

=
P
−
1
A
P
.

D
on
c

P
−
1
( X2

−
2
X

+
I 3
) P=

P
−
1
A
P

E
n
m
u
lt
ip
li
an
t
le
s
d
eu
x
m
em

b
re
s
d
e
l'
ég
al
it
é
p
ré
cé
d
en
te
,
à
ga
u
ch
e
p
ar

P
et

à
d
ro
it
e
p
ar

P
−
1
,
on

ob
ti
en
t
X

2
−
2X
−

I 3
=

A
.

4.
(a
)
O
n
p
os
e
Y
0
=

 a
0

0
0

b
c

0
0

b  av
ec

a
>

0
et

b
>

0.

A
lo
rs

Y
2 0
=

 a
0

0
0

b
c

0
0

b  a
0

0
0

b
c

0
0

b  =
 a

2
0

0
0

b2
2b
c

0
0

b2

 
D
'o
ù

Y
2 0
−

2Y
0
−

I 3
=

 a
2
−
2
a
−
1

0
0

0
b2
−

2b
−
1

2
bc
−
2
c

0
0

b2
−

2b
−

1 
D
on
c
Y
0
es
t
so
lu
ti
on

d
e
(⋆
)
si
,
et

se
u
le
m
en
t
si
,

 a
2
−
2
a
−
1

0
0

0
b2
−

2b
−
1

2
bc
−
2
c

0
0

b2
−

2b
−

1  =
 2

0
0

0
−
1

1
0

0
−
1 

⇐
⇒

  a
2
−

2a
−

1
=

2
b2
−
2b
−

1
=
−
1

2b
c
−

2c
=

1
⇐
⇒

  a
2
−

2a
−

3
=

0
b2
−

2b
=

0
2c
(b
−

1)
=

1

⇐
⇒

  (a
+
1
)(
a
−
3
)
=

0
b(
b
−

2
)
=

0
2c
(b
−

1
)
=

1
⇐
⇒

    a
=
−
1
ou

a
=

3
b
=

0
ou

b
=

2

c
=

1

2
(b
−
1
)

⇐
⇒

  a
=

3
ca
r
a
>

0
b
=

2
ca
r
b
>

0
c
=

1/
2

F
in
al
em

en
t
Y
0
=

 3
0

0
0

2
1/

2
0

0
2

 
(b
)
E
n
ch
oi
si
ss
an
t
la

m
at
ri
ce

X
0
∈
M

3
(R

)
te
ll
e
qu

e
Y
0
=

P
−
1
X

0
P
,
la

qu
es
ti
on

3.
(b
)
p
er
m
et

d
e
d
ir
e
qu

e
X

0
es
t
u
n
e
m
at
ri
ce

so
lu
ti
on

d
e

X
2
−

2X
−
I 3

=
A
.

D
on
c

X
0
=

P
Y
0
P
−
1
.

O
n
p
ou
rr
ai
t
ca
lc
u
le
r
l'
in
ve
rs
e
d
e
P

et
vé
ri
�
er

qu
e

P
−
1
=

 0
−
1
−
2

0
0

1
1

1
1

 
E
n
e�
ec
tu
an
t
en
su
it
e
d
eu
x
p
ro
d
u
it
s
m
at
ri
ci
el
s,
on

ob
ti
en
d
ra
it
:

X
0
=

1 2

 5
−
1
−
3

−
2

4
2

1
1

5

 
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1
8
1

E
=
R

2
[X

]
et

l'
ap
p
li
ca
ti
on

f
es
t
d
é�
n
ie
p
ar

∀
P
∈
E
,
f
(P

)
=

2X
P
−

(X
2
−

1)
P
′

1.
S
oi
t
P

u
n
p
ol
yn

ôm
e
d
e
E
.

A
lo
rs

il
ex
is
te

d
es

ré
el
s
a
,
b
et

c
te
ls
qu

e
P

=
a
X

2
+

bX
+
c.
D
'o
ù

f
(P

)
=

2X
P
−

(X
2
−

1)
P
′

=
2X

(a
X

2
+

bX
+

c)
−

(X
2
−

1)
(2
a
X

+
b)

=
2a

X
3
+
2
bX

2
+
2
cX
−
(2
a
X

3
+
bX

2
−

2a
X
−

b)

=
bX

2
+
2(
a
+

c)
X

+
b

D
on
c
f
(P

)
es
t
d
e
d
eg
ré

au
p
lu
s
2
(b

p
eu
t
év
en
tu
el
le
m
en
t
êt
re

ég
al

à
0)
.

A
in
si

f
es
t
b
ie
n
à
va
le
u
rs

d
an
s
E
.

V
a
r
ia
n
te

:
on

ra
is
on
n
e
su
r
le
d
eg
ré

d
e
P
∈
E

en
d
is
ti
n
gu
an
t
d
eu
x
ca
s.

�
1
e
r
c
a
s
:
si
d
eg
(P

)
⩽

1
al
or
s
P
′
es
t
co
n
st
an
t
(é
ve
nt
u
el
le
m
en
t
nu

l)
et

d
eg
(X

2
−
1)
P
′
⩽

2
.

D
e
p
lu
s

d
eg
(2
X

P
)
=
d
eg
(2
X
)+

d
eg
(P

)
=

1+
d
eg
(P

)
⩽

2.
D
on
c

d
eg
(f
(P

))
⩽

m
ax
{ deg

(2
X

P
)
,
d
eg
[(
X

2
−
1
)P
′ ]
} ⩽

2.

�
2
è
m
e
c
a
s
:s
id

eg
(P

)
=

2,
on

n
ot
e
a
le
co
e�

ci
en
t
d
om

in
an
t
d
e
P
.A

lo
rs

le
m
on
ôm

e
d
e
p
lu
s
h
au
t
d
eg
ré

d
e
P
′
es
t
2a

X
,
ce
lu
i
d
e
(X

2
−

1
)P
′
es
t

d
on
c
2a

X
3
;
et

le
m
on
ôm

e
d
e
p
lu
s
h
au
t
d
eg
ré

d
e
2X

P
es
t
ég
al
em

en
t

2a
X

3
.

O
n
co
n
cl
u
t
qu

e
d
an
s
la

d
i�
ér
en
ce

2
X

P
−

(X
2
−

1
)P
′ ,
le
s
te
rm

es
d
e

d
eg
ré

3
s'
an
nu

le
nt
.
A
in
si

f
(P

)
es
t
d
e
d
eg
ré

au
p
lu
s
2.

2.
S
oi
en
t
P

et
Q

d
eu
x
p
ol
yn

ôm
es

d
e
E
.
S
oi
t
λ
u
n
sc
al
ai
re

ré
el
.

f
(λ

P
+
Q
)

=
2
X

(λ
P

+
Q
)
−

(X
2
−
1)
(λ

P
+

Q
)′

=
2
X
( λP

+
Q
) −(

X
2
−

1)
( λP

′
+
Q
′)

=
λ
2X

P
+
2
X

Q
−

λ
(X

2
−
1)
P
′
−

(X
2
−
1
)Q

=
λ
( 2X

P
−
(X

2
−

1)
P
′) −

( 2X
Q
−
(X

2
−

1
)Q
′)

=
λ
f
(P

)
+

f
(Q

)

P
ar

co
n
sé
qu

en
t
f
es
t
u
n
e
ap
p
li
ca
ti
on

li
n
éa
ir
e
d
e
E

d
an
s
E
.

3.
O
n
co
m
m
en
ce

p
ar

ca
lc
u
le
r
le
s
im

ag
es

p
ar

f
d
es

p
ol
yn

ôm
es

fo
rm

an
t
la
b
as
e

B
.

f
(1
)
=

2
X
−
(X

2
−
1
)
×
0
=

2X
,

f
(X

)
=

2X
2
−
(X

2
−
1
)
×
1
=

1
+
X

2
,

et
f
(X

2
)
=

2X
3
−

(X
2
−
1
)
2X

=
2X

.
O
n
en

d
éd
u
it
qu

e

A
=
M
at

B
(f
)
=

 0
1

0
2

0
2

0
1

0 
L
a
m
at
ri
ce

A
a
d
eu
x
co
lo
n
n
es

id
en
ti
qu

es
.
E
ll
e
a
le
m
êm

e
ra
n
g
qu

e
la
m
at
ri
ce

 0
1

2
0

0
1 

O
r
le
s
d
eu
x
co
lo
n
n
es

d
e
ce
tt
e
d
er
n
iè
re

m
at
ri
ce

n
e
so
nt

p
as

p
ro
p
or
ti
on
n
el
le
s.

D
on
c
A

es
t
d
e
ra
n
g
2.

C
om

m
e
A

n
'e
st

p
as

d
e
ra
n
g
ég
al

à
so
n
or
d
re

3,
A

n
'e
st

p
as

in
ve
rs
ib
le
.

P
ar

co
n
sé
qu

en
t
l'
ap
p
li
ca
ti
on

li
n
éa
ir
e
f
n
'e
st

p
as

b
ij
ec
ti
ve
.

4.
O
n
p
os
e

Q
1
=

(1
+
X
)2

,
Q

2
=

1
−
X

2
et

Q
3
=

(1
−

X
)2
.

Il
es
t
fa
u
x
d
'é
cr
ir
e
qu

e
Q

1
=

(1
,2
,1
)
ou

en
co
re

qu
e

B
′
=

〈 1 2 1  ;
 1 0 −

1  ;
 1 −

2 1

 〉
U
n
p
ol
yn

ôm
e
n
'e
st

p
as

u
n
e
m
at
ri
ce

co
lo
n
n
e
et

E
̸=
R

3
.

(a
)
S
oi
en
t
α
1
,
α
2
et

α
3
d
es

ré
el
s
te
ls
qu

e
α
1
Q

1
+

α
2
Q

2
+

α
3
Q

3
=

0.
A
lo
rs

α
1
(1

+
X
)2

+
α
2
(1
−

X
2
)
+

α
3
(1
−

X
)2

=
0.

D
'o
ù

α
1
(1

+
2
X

+
X

2
)
+

α
2
(1
−
X

2
)
+

α
3
(1
−

2X
+
X

2
)
=

0.
D
on
c

(α
1
−
α
2
+
α
3
)X

2
+
2
(α

1
−
α
3
)X

+
(α

1
+
α
2
+
α
3
)
=

0
.

O
n
en

d
éd
u
it
p
ar

id
en
ti
�
ca
ti
on

d
es

co
e�

ci
en
ts

:
  α

1
−

α
2
+

α
3

=
0

2
(α

1
−
α
3
)

=
0

α
1
+

α
2
+

α
3

=
0
⇐
⇒

      α
1
−

α
2
+

α
3

=
0

α
1
−

α
3

=
0
L
2
←
−

1 2
L
2

α
1
+

α
3

=
0
L
3
←
−

1 2
(L

3
+

L
1
)

⇐
⇒

    α
1
−
α
2
+
α
3

=
0

α
1
−
α
3

=
0

α
1

=
0
L
3
←
−

1 2
(L

3
+
L
2
)
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⇐
⇒

  α
2

=
0

α
3

=
0

α
1

=
0

A
in
si

B
′
=

(Q
1
,Q

2
,Q

3
)
es
t
fa
m
il
le

li
b
r
e
d
e
3
ve
ct
eu
rs
d
an
s
u
n
es
p
ac
e

ve
ct
or
ie
l
E

qu
i
es
t
d
e
d
im

en
si
on

3.
B
′
=

(Q
1
,Q

2
,Q

3
)
es
t
u
n
e
b
as
e
d
e
E
.

(b
)

f
(Q

1
)

=
2
X
Q

1
−

(X
2
−

1)
Q
′ 1

=
2
X
(1

+
X
)2
−

(X
−
1)
(X

+
1
)
×

2
(1

+
X
)

=
2
X
(1

+
X
)2
−
2(
X
−

1)
(1

+
X
)2

=
(1

+
X
)2

[2
X
−

2(
X
−

1)
]

=
2(
1
+

X
)2

=
2
Q

1

f
(Q

2
)

=
2X

(1
−
X

2
)
−

(X
2
−

1)
×

(−
2X

)

=
(1
−
X

2
)(
2X
−
2
X
)

=
0

f
(Q

3
)

=
2
X
(1
−
X
)2
−

(X
2
−

1
)
×

(−
2
)(
1
−

X
)

=
2
X
(1
−
X
)2

+
2
(X
−

1
)(
X

+
1
)(
1
−

X
)

=
(1
−
X
)2

[2
X
−

2
(X

+
1
)]

=
−
2
(1
−

X
)2

=
−
2
Q

3

(c
)
O
n
en

d
éd
u
it
d
ir
ec
te
m
en
t
qu

e

A
′
=
M
at

B
′ (
f
)
=

 2
0

0
0

0
0

0
0
−
2 

Il
n
e
fa
ll
ai
t
p
as

u
ti
li
se
r
ic
i
la

fo
rm

u
le

d
u
ch
an
ge
m
en
t
d
e
b
as
e
A
′
=

P
−
1
A
P

d
an
s
la
qu

el
le

P
d
és
ig
n
e
la

m
at
ri
ce

d
e
p
as
sa
ge

d
e
la

b
as
e
ca
-

n
on
iq
u
e

B
ve
rs

la
b
as
e
B
′ .

(d
)
D
'a
p
rè
s
le
th
éo
rè
m
e
d
u
ra
n
g,

d
im

(E
)
=

d
im

(K
er

f
)
+
rg
(f
).

D
'o
ù

d
im

(K
er

f
)
=

d
im

(E
)
−
rg
(f
)
=

3
−

2
=

1
.
O
r
d
'a
p
rè
s
la

qu
es
-

ti
on

p
ré
cé
d
en
te
,
f
(Q

2
)
=

0
.
D
on
c
Q

2
∈
K
er

f
av
ec

Q
2
̸=

0.

F
in
al
em

en
t

K
er

f
=
V
ec
t(
1
−
X

2
)
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