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MT2

ChoO : fonctions trigonométriques réciproques

aI'CSin, arccos, arctan 2 Pour approfondir

n Soient f et g les fonctions définies par :

1 Pour s’entrainer

-1
f:x— 2arctan(vx) et g:x—»arcsin(x+1)
x

Simplifier les écritures des nombres réels suivants : 1. Déterminer leurs ensembles de définition et leurs ensembles de
1 . 671 . ) 57 dérivabilité.
a = arctan 3’ b = arccos | cos T | ¢ Taresm|cos - 2. Calculer les dérivées f’ et g’. En déduire une relation entre f(x)
et g(x).
a Soit x € [-1, 1]. Donner des expressions polynomiales de 3 1
. 3. Calculer —dx
cos(2arccosx) et cos(2arcsinx) 1 (x+1yx
[ e T

B Démontrer les égalités ci-dessous : n 1. Démontrer que pour tous réels a et b appartenant a ]_Z "1 [,

1. Vxe[-1,1], arccosx+arccos(—x)=m tana +tanb

2. Vxe[-1,1], arcsinx +arccosx = /2 tan(a +b) = 1—tana tanb

8. VxeR™, arctanx+arctan(l/x) = 7/2 2. En déduire que pour tous réels p et g appartenant a -1, 1],

1
= +
4. Vx€R, cos(arctanx) V1+tx2 arctan p + arctanq = arctan (lp g )
—pq
x
5. VxeR, sin(arctanx)= 1 1 1
1+x2 3. Simplifier la somme : arctan 5) +arctan (5 + arctan (g)

n On définit la fonction f sur [0, 1] par : 3 Avec Python

f(x) = arcsinx + arcsin V' 1 — x2

On importera le module math :from math import *

Justifier que f est dérivable sur 10, 1[ et calculer f'(x) pour tout On utilisera : for, range, tan, atan, print

x€]0, 1[. En déduire la valeur de f(x) pour x € [0, 1].

B Résoudre les équations, d'inconnue réelle x :

Ecrire un script qui va calculer une valeur approchée de

1000 1
T=t t
an kgoarc an o ——

7T
(E1) : arccosx + arccos(2x) = 5 (E9) : arcsin(2x) = arccosx * Il est possible de faire calculer la valeur du rationnel 7.

n Montrer que pour tout réel strictement positif x, 4 Pour travailler seul
x

<arctanx <x

1+x? Donner trois expressions différentes pour cos(2x).

En utilisant le théoréme des accroissements finis, déterminer un Prouver ’égalité : arccos (§) =9 arcsin (@)
4

équivalent simple de arctan(x + 1) —arctanx lorsque x tend vers +oo.
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MT2 Chl : calcul matriciel

E §Z§ M atrlces Pour quell‘es valeurs du pgrametre réel m, le systéme linéaire
Q It suivant admet-il une seule solution ?
} ';? . P , . mx+y+z = 1
=3I:: our s’entrainer x+imy+z = m
_ 2
Y Résoudre les systemes linéaires suivants : Ery+tmz = m
x+y+2z = 1 x — y 4+ 2z + t =1 0 1
— x+2y+z = 2 2% - 3y + z — t =1 iyl Soit la matrice A = (2 _1) . Trouver toutes les matrices
2¢—y+z = 1 -x + 2y + z + t = x
M= (Z 3: ) € Mo(R) qui vérifient AM = MA.
L'espace est muni d’'un repére (O ;; ,J ,E). 1
‘dere 1 i< ol i
On considere les trois plans suivants Soient les matrices C=| 2 [eM31(R) et L = (—3, 2, 5) € My 3(R)
P x+2y+2z=5 -1
9 . x+y-22=3 1. Calculer A=CL et LC.
X : 3x+5y+2z=13 2. Calculer A2 en fonction de A.

3. En déduire A" tout enti turel n = 1.
Déterminer l'intersection des plans &, 2 et Z%. ndeduire ot tout entier naturel n

IB) On considére la matrice carrée d’'ordre 3, A = (a; j)i<i<3 dont le
1<j<3

: " o i+J

Déterminer tous les polynémes P € R3[X] tels que coefficient général a; ; est défini par :a,; ;= ( ; ) Calculer A2 .
R P'+P -P=X3-X
o —
2 g 1 0 -2
o g m On considere la matrice A=[0 1 2 |eM3(R)
g -g En fonction du parametre réel m, préciser I'ensemble des solutions 0 0 1/3
:'g % du systeme linéaire sulvzntJr: o 1. Caleuler A2,
0 g S) + ' _ 1 1 0 -a,
0" 3 X my Z = 2. On admet que YneIN*, Ala,eR; A"=(0 1 a,
5 2 x4y -z =1 0 0 13
= = On donnera systématiquement la nature géométrique de 'ensemble .

n+l _ An . .
des solutions, en précisant, le cas échéant, un point, vecteur(s) direc- En calculant A" = A" x A, exprimer a,; en fonction de a,,.

teur(s) de cet ensemble. 3. En déduire la formule explicite de a, en fonction de n.

4. Donner lim a,.
n—+oo
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MT2 Chl : calcul matriciel

2 -1 -1 0 2 -1
On considere la matrice A = ( 0 0 O ) € M3(R) m Soit T' = (0 0 2 )
-2 1 1 00 O
1. Calculer A” puis exprimer A” en fonction de A. 1. Calculer T2, T3. En déduire T" pour tout entier n > 3.
2. On pose B =A+2I3. Exprimer B* comme combinaison linéaire 2. On pose A =3I3+T. Calculer A" sous la forme d’un tableau de 9
de B et de I3. coefficients réels.
3. En déduire que B est inversible et donner son inverse B ~1 comme
combinaison linéaire de B et de I3.
4. Soit n € IN*. Exprimer B" comme combinaison linéaire de I3 et A. 2 1 2
On considére la matrice carrée A= 1 1 0 |eM3R).
1 -1 3

m La suite de Fibonacci est la suite d’entiers (¥,),c définie par :
Fop=0, Fi1=1 et VnEIN, Fpoo=F, 1+F,

Vérifier que A est inversible et calculer A~ .

F, 0 -1 1 2 1 2
1. Déterminer la matrice A € My(R) telle que Vre N, X,,1=AX, m Les matricesA:( 2 -3 4 ) et B:( 1 2 2 )
. X 1 -1 2
2. SoitneIN™.

(a) Justifier que X, = A" (

. F
On pose, pour tout entier naturel n, X, = ( "+1)

1 0 sont-elles inversibles ?
0 1) Si oui, calculer leurs inverses.

(b) En déduire les quatre coefficients de A" en fonction des
termes de la suite de Fibonacci.

3. Sans calculatrice, donner les quatre coefficients de la matrice A8, Pour tout nombre réel a, on définit 1a matrice M(a) = (1 -a . a )
4. Vérifier que A2=A +1,. “

) et que X,_1 :A"(

m (m 1. Déterminer les réels a tels que Ma) soit inversible.
* En déduire que Vm €N, Fom = kgf) ( k )Fk 2. Vérifier que pour tous réels a et b, M(a)M(b)=M(a+b—2ab)
3. On suppose que a # 1/2 . Déterminer le réel b en fonction de a tel
M(b)=M()™?
m Soit a € R. On considere les matrices que M(5) &)
1 a a®> d® 1 —a O 0
2
1 -

M= 01 a a ot N = 0 a 0 01 k
00 1 a 0 0 1 -a m Déterminer tous les réels & pour lesquels la matrice | £ 1 &
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1

1. Calculer le produit MN. est inversible.

2. Que peut-on déduire pour la matrice M ?
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Chl : calcul matriciel

2 Pour approfondir
m 1. Effectuer la division euclidienne du polynéme X° + X — 1 par
le polynéme X2+ X +1.
2. Soient n € IN* et A € M, (R) tels que A®+A =1,.
Montrer que A%2+A +1, est inversible et exprimer son inverse en
fonction de A.
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-1 -2
m OnposeA—(3 4

1. Montrer que P(A) = Oq.
On dit alors que P est un polynéme annulateur de A.

) et P(X)=X2-3X+2.

2. Soit n € IN*. Déterminer le reste R,(X) de la division euclidienne
de X" par P(X).

3. Justifier que A" =R, (A).
En déduire 'expression de A" en fonction de n.

On donne les matrices :

3 01 100 10 1
A=|1 2 1| , 1=|l0 1 o] , T=|1 0 1
103 00 1 101

0 o
8§ ¢
3 “35 1. Calculer T2 et T2. En déduire T* pour tout entier & = 1.
2
g— g 2. Déterminer deux nombres réels a et b telsque A=al+bT.
° § 3. Soit n € IN*. Exprimer A" comme combinaison linéaire de I et T'.
c 9 -
E e 4. Montrer que A € GL3(R) et calculer A7
.S
E =2
= < @ Soit x un nombre réel non nul. On considere les matrices carrées :
0 lx 1/x*
M= x 0 1/x et I=1I3
2 x 0

1. (a) Calculer M? et exprimer M? comme combinaison linéaire
des matrices M et I.
(b) En déduire que M est inversible.
Donner M ! en fonction de M et I.

2. Déduire de la question précédente, la valeur du produit
(M -2I)(M +1).

1 1
3. On pose : A:§(M+I) et Bzg(ZI—M).

(a) Calculer A% et BZ. Donner A” et B* pour tout entier & = 1.
(b) Exprimer M comme combinaison linéaire de A et de B.
(c) Vérifier que AB = BA.
Déterminer M" en fonction de M et de I pour tout entier
naturel non nul n.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Toutes les matrices considérées appartiennent a 91, (IR).
On appelle trace d'une matrice carrée M et on note tr(M) la somme
de ses coefficients diagonaux.

1. Montrer que pour toutes matrices A et B de 91,(IR) et pour tout
réel A,

tr(AA)=Atr(A) et tr(A+B)=tr(A)+tr(B)

2. On pose A =(a; j)1<i<n et B=(b; j)1<i<n-

1sj<n 1<j<n

* En utilisant la définition du produit matriciel, démontrer que
tr(AB) =tr(BA)
3. Montrer que ’égalité AB—BA =1, estimpossible dans 91, (R).

m Soit n un entier supérieur a 2. On dit qu'une matrice carrée
A eIM,(R) est anti-symétrique lorsque tA=-A.
Démontrer par analyse/synthese, que toute matrice carrée
M €M, (R) peut s’écrire comme la somme d’'une matrice symétrique et
d’'une matrice anti-symétrique.
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MT2 Chl : calcul matriciel

3 2
désigne par F ’ensemble des matrices M de Ma(R) telles que AM = MA.

3 Avec Python @ Final 2021. On se donne la matrice carrée A = (_1 0) € Ma(R) et on

m On importera le module numpy et son sous-module linalg :

import numpy as np x oy . )
import numpy.linalg as alg On pose M = (z t) ou x, v, z et t sont des nombres réels.

On utilisera : def, return, np.zeros, for, range, min, alg.inv En résolvant un systéeme linéaire d’inconnues x, vy, z, t, déterminer la forme
des matrices M appartenant a F.

Une aide pour Numpy.

. . . . m Pour tout nombre réel x, on considére la matrice
Pour tout entier naturel n» non nul, on définit la matrice A,, carrée

d’ordre n par : 280 0
1 11 1 Mx)=| 0 1 x [eM3(R)
12 2 2 0 01
A, = 1 2 3 3 1. Pour (x,y) € R?, calculer M(x)M(y). Que remarque-t-on ?
- 2. En déduire que M(x) est inversible et donner son inverse.
1 29 38 ... n 3. Pour n e N*, déterminer M(x)".
) . ) ) ) 4. Calculer A7 ou1 A est la matrice
1. Créer une fonction A(n), d’argument n, qui renvoie la matrice A, 40 0
sous la forme d’un tableau numpy. a=lo 1 21|
2. Faire afficher les inverses des matrices Ay, pour & € [2, 8]. 0 0 1

3. Conjecturer I'inverse de la matrice Aj.
! " Pour tout nombre réel x, on définit la matrice M(x) € M3(R) par :

1 00
M(x) = (—x2 1 x)
-2x 0 1
1. Vérifier la relation V(x,y)€ R?, Mx)M(y)=M(x+y)
2. En déduire que pour tout réel x et pour tout entier naturel n,
(M(x))" = M(nx)
3. Montrer que la matrice M(x) est inversible. Quel est son inverse ?

4 Pour travailler seul

E On pose A = (é ;) Calculer A™ pour tout entier naturel n.

1 00 4. Justifier que 'application M : x — M(x) , de R vers M3(R), est injective.
On considére la matrice A= 0 1 1 |. Cette application est-elle bijective ?
3 1 1 1 0 O
1 11 1 1 1 5. Dans cette question, onpose A=|-4 1 -2
SoientB=( 0 1 0 [etC=] 1 2 1 [. 4 0 1
100 0 -1 -1 Donner I'expression de A" sous la forme d’un tableau matriciel pour
Montrer que AB = AC. A-t-on B=C ? Que peut-on en conclure sur A ? nelN.
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MT2 Ch2 : intégration sur un segment

Inté gr ation Calculer les intégrales suivantes :

2
o
°
°
CE
£
=
o
*a
0%
T c
o
K
H":E
ge
o
22
c o
S

/3 1 elnx
A (@) f _du o [ =
1 Pour s’entrainer 0 cos®u
(2 f dx
‘ Représenter graphiquement la fonction f dans un repére orthonor- (b) 1T x2 dx e xIlnx
2
mal du plan. En déduire, par un calcul d’aire, I'intégrale : f f(x)dx 12 441 (h) f 1 - ds
— (© f dt t(Int)
—x V1-1¢2 @ arctanx
1) fx)= (2) f(x) =2 — 3x| @) flx)=x-2|x] @ fﬂm ; f 1 +x2
cost sint dt
(4)f(x):\/1—x2 (5)f(x)=‘/-2—x2 (6) x f(x)=V3+2x—x2 G) f - dt
0 +cost
(e) f N tan” xdx apres avoir linéarisé 2cos® (é)
—_ — 4
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O; i,J )
1. Calculer I'aire de la surface située en dessous de la parabole d'équa- gryQ 7 _ f /4 _COSX 4 et J= f _sinx
tion y = x(1 —x) et au dessus de 'axe des abscisses (O; i ). 0 sinx sinx +cosx sinx + cosx

1. Calculer I +J puis I —<J. En déduire I et J.
2. % En procédant & un changement de variable, calculer I'intégrale

1

(flhf du
0 Vi

0 ! m Calculer l'aire de la surface coloriée ci-dessous :

\
N // 1

V=i

1
2. Donner I’équation du cercle de centre Q) (5 ,O) et de rayon 1/2.

>
w

o -—-—--==-
¢ -

MT2 - Printemps 2025
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1
En déduire la valeur de l'intégrale f VrV1-xdx.
0

-1

=
=
N
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MT2 Ch2 : intégration sur un segment

Déterminer les limites (lorsque n — +00) des sommes suivantes m On définit la suite (I,),cN par : I, = f 1 L
n’n . n —
en les faisant apparaitre comme des sommes de Riemann : 0o 1+t+1t"
1. Calculer Iy et I .
S i ! T i ! 2. S N [0,1]. C 1 !
= > = o . SoitnelNettelO0,1]. omparer et
" oin+3k " EiVn2+2kn wn ] ) P 1+t +tn 1+t+¢ntl
En déduire la monotonie de la suite (I,),cn
3. Montrer que la suite (I,),cv est majorée par In2.
otk 2n n n k 1/n 1
Un = kgo 2+ k2 Vo= k:Zn:+1ﬁ s Wa= kl:[l 1+ ;) 4. En remarquant que In2 :fo o3 d¢, montrer que

1
VnelN, Osln(2)—Insf t"de. En déduire lim I,
0

n—s+o0
Pour V,, on se raménera a une somme indexée de 1 a n par changement

d’indice.
m Calculer, en intégrant par parties.
it 1 lnx
a= 5 dt ; b= xvVx+1ldx ; c= —2dx
0 cos“t 0 1

X

v

1& |k

On pose VnE]N*,Sn:—Z\/i i e 1
=1V 7 d:f arcsinxdx y:f sin(lnx)dx ; zzf In(1+¢2)d¢

0 1 0

1. En faisant apparaitre S, comme une somme de Riemann,

détermi lim S * arctant 1 1+82)—¢2
eterminer lum .S, Vx>0, f(x)= f dt¢ en utilisant = ( )
1 2 tH(1+1t2) t(1+12)

n
2. En déduire un équivalent simple de Z vVE lorsque n — +o0.
k=1
1. Soit x € R. En effectuant une intégration par parties dans
* 1 *r o1
I'intégrale f d¢, calculer I(x) = f ——dt.
& 0o 1+¢2 0o (1+¢2)2
2. En déduire l'aire de la surface coloriée en gris ci-dessous.

On définit la fonction f sur l'intervalle ouvert I =] -1, +oo[ par

x t

e
= —dt
fla)=x o 1+¢

1. Justifier que f est dérivable sur I et calculer f'(x).

2. Etudier les variations de f sur I.

Y (et -1)

3. Montrer que VxeR*, f(x)= 1

En déduire lim f(x)
X—+00

+x

4. x Apres avoir minoré f(x) pour x €]—1, 0], déterminer la limite 4
de f(x) lorsque x tend vers —1 par valeurs supérieures. © ! NI
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MT2 Ch2 : intégration sur un segment

Vx q tf”/z Vsinx
x e
0

x 2 4
Soit x un nombre réel. On pose I(x) = f tsintdt et J = f sinvtdt 2. En déduire f _ ——dx
52 ] P . . > VB—xtx

Vsinx + y/cosx

1. A laide d’'une intégration par parties, calculer l'intégrale I(x).
2. En effectuant le changement de variable u = v/¢ dans 'intégrale
J, exprimer le nombre J a ’aide de la fonction I. En déduire la E Un peu de trigonométrie.
valeur de J. 1. En utilisant les formules d’addition, démontrer que, pour tous
réels a et b appartenant a [0, 7/4],
m Calculer chacune des intégrales suivantes en effectuant le change- tana —tand

ment de variable proposé. tan(a - ) = 1+tana tanbd

x 1 ¢
1. P > —a<x< ———=dt. =— N . 7 o
oura>0et —a<x<a, fo 02— 12 dt. On posera u a 2. ATaide du changement de variable u = 1 —x, calculer I'intégrale :

In2 1
2. f ——— 5, dx. On posera u=e"-1 z
02 ed—2+2e J:[ In(1 +tanx)dx
t 0
3. f . On posera u =Vt
1 VE+2t In(1+1¢)
I dx 3. En déduire / —
4, f ———. On posera u =tanx o 1+¢
0 l+4+cos*x
/2 in(2 . . ,
5 f s1n.( ;c) dx. On posera u = sinx On définit la fonction f sur R en posant pour tout nombre réel x,
0 1+sin“(x) . 1
1 1 2x+1 flx)= f dz
6. —  dx. On posera u = 71
fo 1+x+x2 P V3 0 Vitt
/6 dz 1 1 . : Lo li
7 f . On posera u = sin? aprés avoir simplifié N 1. (a) JElstlﬁer que f est dérivable sur R et donner f'(x) pour tout
0o cost l+u 1-u réel x.
pourl/i;out réel u€l-1, 1[. (b) Proposer un équivalent simple de f(x) lorsque x tend vers 0.
8. % f t2/1—¢2d¢. On posera ¢ = sinu (¢) Quel est le sens de variation de f sur R ?
0 2 2. A Taide du changement de variable u = —¢, exprimer f(-x) en

et on linéarisera le produit sin®u cos?u. )
fonction de f(x).

m Soi bd cols tel <b. Soi . ) ) 3. (a) Enremarquant que, pour tout réel ¢, vV 1+t4> £2 , démontrer
olent a et eux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue que Vx=1, fx)— f(1)<1

sur [a,b] telle que Vx €la,bl, f(x)+f(a+b—x)#0.

1. Alaide du changement de variable u = a + b — x, montrer que

b f(x) b-a
. flatb-0)+f&) dx = 9 (b) Exprimer ¢ en fonction de f(1).

(b) En déduire que f admet une limite finie ¢ en +oo.

4. (a) Prouver que, pour tout réel x>0, f(x)—-f(D=F1)-f (%)
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MT2

Ch2 : intégration sur un segment

1
V1+¢t

JC2
5. Calculer la dérivée de la fonction g :x— f dt
X

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que

3 x3 5

x ) X
x—ESsmxsx——

Vxel0, +oof, 5 +EO

2 Pour approfondir

@ On pose, pour tout entier naturel n,

1
an:f t"etdt
0

1. (a) Soit n € IN. Justifier que V¢€[0,1], 0<t"e ' <t".

(b) En déduire la convergence et la limite de la suite (a, ), -

2. Etudier la monotonie de la suite (@n)neN.-

3. (a) Soit n € IN. Démontrer que a,+1 = —e '+(n+1a,

(b) En déduire 'expression de a, en fonction de n et de a,,+1 .

(c) Proposer un équivalent simple de a, lorsque n — +oo.

@ On admet qu’il existe une fonction ¢
vérifiant :
(%) V(x,yeR?
1. Calculer ¢(0).
2. Soit x € R fixé.

p(x+y) = @)+ @(y).

(a) En utilisant la propriété (x), démontrer 1’égalité ci-dessous :

1 1
<p(x)=f0 <p(x+y)dy—f0 p(y)dy.

: R — R continue sur R

(b) A laide d’'un changement de variable simple, en déduire
Iégalité :

x+1 1
(p(x)=f (p(t)dt—f0 @(y)dy.

3. En déduire que ¢ est dérivable sur R et calculer ¢'(x) pour tout
réel x.

4. ATaide des questions 3. et 1., prouver que ¢ est une linéaire.

m Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels, on pose :

1
B(n,p):f 2" (1-x)P dx
0

1. Calculer pour tout n € IN, B(n,0).

2. A laide d’'une intégration par parties, exprimer B(n,p + 1) en
fonction de B(n + 1, p).

3. * Démontrer, par récurrence sur p, que

m!p!
i N, B =
m e NN, B(m,p) (m+p+1)!
1
4. En déduire / 231 -x)*dx.
0
«? q
On pose F(x) =f —d¢

x Int

1. Donner I'ensemble de définition & de la fonction F'.
x2 1
2. (a) Pour x € &, calculer f —d¢.
x tlnt

(b) * Montrer que Yx>1, xIn2<F(x)<x?In2.
(c) x Encadrer F(x) par deux polynémes pour x €]0, 1[.
En déduire la limite de F en 1.

3. Prouver que F est dérivable sur [0, +oo et calculer F'(x).

4. Dresser le tableau des variations de la fonction F'.

page 9

UTBM



utbm

université de technologie

Belfort-Montbéliard

MT2 - Printemps 2025

)

http ://andre.turbergue.free.fr

MT2

Ch2 : intégration sur un segment

@ On considere la fonction f :  — In(1+¢) de classe €® sur 1-1,+o0o[. 4 Pour travailler seul

1. Pour tout entier naturel & et pour tout réel ¢ > —1, calculer f ®(#).

2. Soit n € IN*. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral a
Pordre n sur le segment [0, 1] pour la fonction f.

3. % En déduire

no(— l)k—l

lim Z

n—+oo = k

3 Avec Python

m On importera en totalité le module math : from math import *
On utilisera : def, for, range, return, sin, pi, abs, print

On considére dans cet exercice la méthode des rectangles avec point
milieu. Cette approximation est construite a partir d’'une subdivision ré-

b
guliére a = xg, x1, x2,..., %, = b du segment [a,b]. L'intégrale f f(x)dx
a
est alors approchée par la somme des aires des rectangles dont la largeur

est Pamplitude £ de I'intervalle [x;_1, x3] et 1a hauteur est la valeur de
f au centre de cet intervalle.

1. Ecrire 'approximation obtenue comme une somme de Riemann,
a la maniére de ce qui a été fait en cours pour la méthode des
rectangles a gauche.

2. Programmer une fonction rectangles_milieu(f,a,b,n) qui
calcule cette approximation ou n est le nombre d’intervalles de la
subdivision.

3. Tester 'approximation pour le calcul approché de I'intégrale
b/

I = f sinxdx. On fera calculer I'écart entre la valeur appro-
0

Final 2021. Les deux questions sont indépendantes.
1. Le plan est rapporté a un repeére orthonormal (0 ;7 ,7)

On note % la courbe d’équation y = x arctanx.
Calculer l'aire «f de la surface située en dessous de la courbe ¢, au
dessus de I’axe des abscisses (O; i ) et entre les droites verticales d’équa-

tionsx=0etx=1.
\ /4

‘K:y:xar}an ]

\ A

-1 e i 1

x? (@2 +1)-1
1+x2 1+x2
2. En effectuant le changement de variable u = v/x, calculer l'intégrale

suivante :
3/4 1
P —
174 Vx(1-x)

a désigne un nombre réel positif fixé. Pour tout entier naturel n, on pose

On remarquera que :

a ,.n

I, = Y e *dx
o n!
1. Calculer, en fonction de a, I.
2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x de

n n
0 et
n! n!
(b) En déduire un encadrement de I,, pour tout entier naturel n.

I'intervalle [0;a] :

(c) Déterminer la limite de la suite (I,,),cN
k

a
3. Démontrer, pour tout entier & =1, I’égalité I, — 1, 1= T e

a

chée renvoyée par rectangles_milieu(sin,0,pi,n),etla valeur n ok
. . . PPN * —a
exacte de I pour n € {10, 100,1000, 10 000}. 4. Déduire de ce qui précede que, VnelN*, I,—Iy=-e Z o
k=1
n ak
5. En déduire finalement lim —
n—+00 /=, k!
page 10 UTBM
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Espaces vectoriels

1 Pour s’entrainer

@ Onpose u1 =(1,2,3) et us=(4,5,6).
Parmi les vecteurs suivants, repérer ceux qui sont combinaisons

linéaires de w7 et us puis expliciter la combinaison linéaire correspon-

dante. _
E=(2,5/2,3) ,_’b =(7,8,9 , ¢ =(1,3,4)
d=1,1,1) , f=(@1,0,-1) , 0=(0,0,0)

4.

1. L'ensemble des suites réelles convergentes constitue-t-il un
R-espace vectoriel ?

. L'ensemble des suites réelles divergentes constitue-t-il un R-espace

vectoriel ?

. Soit ¢ un nombre réel. Lensemble des suites réelles convergeant

vers ¢, est-il un R-espace vectoriel ?

L'ensemble des suites réelles arithmétiques est-il un R-espace
vectoriel ?

On se place dans I'espace vectoriel Ma(RR).
Les trois questions sont indépendantes.

Dans espace vectoriel R?, les sous-ensembles suivants sont-ils des

sous-espaces vectoriels ?
1. o ={(x,y,2)eR3 | z=2x—y}
2. B={(x,y,2)eR® | x—2y+2=1}
3. €={(x,y,2)eR? | xy—2=0}
4. 2={(x,9,2)eR?® | x-2y=0 et x=2z}
5. & ={(-2a,8,30)€R® | aeR et BeR}

Déterminer (s’il y a lieu) une base pour chacun de ces sous-espaces On se place dans Rg[X]T"

vectoriels.

1.

2.

11
OnposeA—(1 0

Montrer que 'ensemble € = {M € Na(R) | AM = M A} est un
RR—espace vectoriel.

) . Vérifier que A? € Vect(Io, A).

Montrer que 'ensemble So(IR) des matrices symétriques est un
sous-espace vectoriel de 92(R), engendré par trois matrices que
Pon précisera.

espace vectoriel des polynémes de degré

inférieur ou égal a 2.

m Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de I'en-

semble des fonctions de R dans R ?
1. 'ensemble des fonctions impaires, définies sur R,
. I'ensemble des fonctions décroissantes sur R,

2
3. I'ensemble des fonctions qui s’annulent en 1,
4

1.

. ’ensemble des fonctions solutions sur R de 'équation différentielle

¥y +3y=0.

L'ensemble A ={P € Rg[X] | P(1) = P(2)} est-il un sous-espace
vectoriel de Rg[X] ?

En écrivant P sous la forme P(X)=aX2+bX +c , quelle relation
liant a et b caractérise les éléments de A ?

En déduire une base de A.

1. Dans 'espace vectoriel Z#(IR,IR), on se donne les fonctions

fi:t—t , fo:t—cos(2t) et f3:t— sin(2¢t)

Montrer que la famille (f1, f2, f3) est libre.

page 11
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2. On considere (%) 'équation différentielle linéaire du second ordre Dans R3[X], on considére les sous-espaces vectoriels suivants :
(x): Y'(®)+4y®)=0 F={PeR3[X]|P0)=0} et G=Vect(1+X,X +X2%,X2+X3)

(a) Déterminer les fonctions solutions de (). Déterminer les dimensions de ', G, F NG et de F +G.
(b) On note F I'ensemble des solutions de I’équation différentielle
(x). Démontrer que F' est un R—espace vectoriel dont on

donnera une base. Dans E =94 1(R), on consideére les sous-espaces vectoriels
(¢) Vérifier que la fonction ¢ : ¢ — 1+ (cost—2 sint)sint F =Vect(a,b,c) et G=Vect(d,e) avec :
appartient a F'.
1 1 2 1 2
2 1 1 0 3
Dans R?, les vecteurs 7 =(0,1,-1); 7 =(1,0,-1)et w =(1,-1,0) @=3 b= 1| 7|1 d= 1l o
sont linéairement indépendants. Vrai ou Faux ? 4 3 1 2 1

1. Déterminer les dimensionsde F, G, F+G et FNG.

P =i 2. Donner une base de FNG.
Dans C[X], on se donne les polynomes : Q = X+i
R = (X+i)?
1. Montrer que (P,Q,R) est une famille libre de C[X]. Soit n € N*. Pour une matrice carrée A € M,(R), on note
2. Justifier que le polynéme T' = X? est combinaison linéaire de P, @ €(A)={MeM,(R) | AM = MA}
et R.

le commutant de A.

1. (a) Soit £ un entier naturel, vérifier que AF appartient a €(A).

Donner une famille génératrice du sous-espace vectoriel de E :
(b) Montrer que ¥(A) est un sous-espace vectoriel de 91, (IR).

1. le s.e.v. des matrices symétriques de E = Mig(R),

2. le s.e.v. des fonctions affines de E = % (R, R). 300
2. On considere a présent la matrice A=[0 2 1[eM3(R)
0 0 2
Soit (Z) le systéme d’équations linéaires : a b c
x+3y+22=0 (a) On poseMz(d e f)eim3(IR).
x+y+z+t=0 g h k
x—1=0 En résolvant un systéme linéaire, déterminer la forme des

matrices M vérifiant AM = MA.
Montrer que I'ensemble des solutions de (X) forme un sous-espace vecto- (b) En déduire une base et la dimension de €(A)
riel F de R*. Déterminer la dimension et une base de F.
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—

m Déterminer un supplémentaire du sous-espace vectoriel F' de E 1. On considere les vecteurs de R* : @ =(1,2,-1,-1)
dans chacun des cas suivants : et v =(2,3,0,—1). Calculer le rang de la famille de vecteurs

1. E=R3 et F=Vect((1,2,1); (2,1,2)). (u, v).
2. E=R* et F= {(x,y,z,t) eR* | x+y+z+t= O}. 2. On se donne u =(=2,1, 1’,1); v =003, 1’_1_),; i}, =_(,_6’9’5’1)
E = ColX] et F {P ¢ E | PO)=P'(0) O} Calculer le rang de la famille de vecteurs (u , v, w).
3. = = = = .
3 € 3. Calculer le rang de la famille de polynémes de R3[X] :
(X -3, X(X-17?,X%X -1),X3).

Soit E ={(un)neN eRN | (1), converge }.

Soit £ un IK—espace vectoriel de dimension finie n = 2. On appelle
hyperplan, tout s.e.v. de E, de dimension n —1.
On considere deux hyperplans distincts F et G de E.
Montrer que E = F +G. En déduire dim(F nG).

Montrer que 'ensemble des suites constantes et 'ensemble des suites
convergeant vers 0 sont des sous-espaces supplémentaires de E.

@ On note E = R3[X] le R—espace vectoriel des polynomes a coeffi-
cients réels, de degré inférieur ou égal a 2.

1
SoitF:{PE]Rg[X]If P(t)dt:O}.
-1

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. m On note M3(R) le R—espace vectoriel des matrices carrées d’ordre
3 a coefficients réels, I la matrice identité de 2Mi3(R), et O3 la matrice
nulle de M3(R). Pour toute matrice A € N3(R), on définit les ensembles

] . ] ) suivants :
3. Déterminer un supplémentaire de F' dans E. F1(A)={M e M3(R) |AM = M}

2 Pour approfondir

2. Vérifier que X et 3X 21 appartiennent a F'.
En déduire une base de F.

Fy(A)={M eM3R) | AM =AM}
@ Par analyse/synthése. On note E = €([-1,1], R) le R—espace vec- 1. Montrer que F1(A) est un sous-espace vectoriel de M3(RR).

toriel des fonctions continues sur [-1, 1] a4 valeurs réelles. On pose On admet que F9(A) est aussi un sous-espace vectoriel de D3(R).
1 2. (a) Montrer que VA € M3(R), F1(A) c Fo(A).
F= {f €E | f_l fde= 0} et G={fecE | [ constante} (b) Montrer que si A est inversible, alors F'1(A) = Fo(A).

. ) 3. (a) Montrer que si A —I est inversible, alors F1(A)={03}.
1. Vérifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E. 1 1 o0
2. % Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. (b) Application numérique : posons A = ( 0 -1 1),
3. F et G sont-ils de dimensions finies ? 0 0 2
Déterminer F1(A) et Fo(A).

4. On consideére a présent la matrice diagonale D = diag(0,1,2).
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a b c 0 00 2. Soit vg =(1,2,3,4). Déterminer les coordonnées du vecteur vy dans la
(a) Montrerque :M=|d e f|eFi(D)—= M=|d e f|. base 4.

g h i 0 0 O 3. Ecrire une fonction Python f (v) qui prend en argument un vecteur v de
(b) En déduire une base et la dimension de F1(D). R* et qui renvoie True si v € Vect(u1,ug,us3) et False sinon.

Le vecteur v =(7,2,—3,—6) est-il combinaison linéaire de u1, ug et ug ?

On pose E = R3[X],F={PeE | P(1)=P'(1)=0}

et G={P€eE | P(1)=P(0) et P'(1)= 0} 4 Pour travailler seul
1. Pr'ouver que F et G .sont des sous-espaces vectoriels de E et déter- m On note Z = (e1, e5, e3) la base canonique de R?.
miner leurs dimensions. On pose u=ei—ey=(1,-1,0) et w=ej—2eq+es.
2. Justifier que F = Vect((X - 1), X(X - 1)2). Démontrer que la famille 4 = (u, w, e1) est une base de R3.
3. Calculer la dimension de F NG et en donner une base. Montrer que I'ensemble E = {P e R4[X] | P(V3) = 0} est un espace vecto-
4. Proposer un supplémentaire de F' dans E. riel sur R et en donner une base.

m On désigne par E le R-espace vectoriel des fonctions de classe €' sur R.
Soient F = {f e 6*(R,R) | f(0)=f'(0)=0} et G = {x— ax+b | (a,b) € R%}.

Soient E = R[X] et @ un polynéme non constant de £. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de
On pose F ={P € E | @ divise P} E=¢'R,R).
1. Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de E. Meédian 2022. On se place dans E = R[X] le R—espace vectoriel des
2. % En utilisant le théoréme de la division euclidienne des polyndmes a coefficients réels, a une indéterminée X.
polynémes, déterminer un supplémentaire G de F dans E. On consideére les sous-ensembles de E suivants :

Donner une base de G. 1 9
F:{PEE | P(1)=0 et f P(t)dt:()} et G=Vect(X“+X+1)
0

1. Donner un exemple de polynéme non nul, de degré 2, appartenant a F'.
3 Avec Pyth on 2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
3. Vérifier que F et G sont en somme directe.
m On importera le module Sympy : from sympy import * 4. Démontrer par 'absurde, que le polyndme constant égal & 1, n’appartient
On utilisera : Matrix, transpose, rank(), linsolve((M,VO0)) pasa F+G.
def, if, else, return Une aide pour Sympy. 5. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires dans E ?
Dans R*, on se donne les vecteurs : Soit E un K- espace vectoriel de dimension finie égale a 4.
On consideére deux sous-espaces vectoriels F' et G de E tels que
ui= (]-, 1’_1’_1) yua = (0, 1’05 ]-) U= (1707 1’]—), Ug = (0’ 15 ]-; 1) dimF =dimG =3 et F 75 G

1. Démontrer que 2<dim(FNnG)<3.

1. A l'aide de Python, vérifier que la famille & = (u1,u9,us3,us) est une
2. En déduire dim(F nG).

base de R*.
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Développements limités

1 Pour s’entrainer

COosXx

1+x
1. Rappeler les développements limités a 'ordre 3 au voisinage de 0

@ Soit f la fonction définie sur ]-1, +oo[ par : f(x)=

des fonctions x — cosx et x — 1 .
+x

2. Calculer le développement limité, a 'ordre 3, au voisinage de 0, de
la fonction f.

m 1. Calculer le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de
0 de la fonction [ :x— sinx cosx

2. Déterminer le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de 0
X

de la fonction g:x+—

vV1-x

3. Calculer le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 0
de la fonction A:x+— V1+sinx

7T
4. Calculer le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 1
de la fonction sin.

5. Calculer le développement limité a 'ordre 3 au voisinage de 5
de la fonction ¢ :x— Vx

6. Calculer le développement limité a 'ordre 4 au voisinage de 2 de
la fonction In.

sinx
1+

On définit la fonction ¢ sur R par  ¢(x) =
Calculer (p(5)(0)

@ 1. Justifier que la dérivée de la fonction tan admet un dévelop-
pement limité a 'ordre 4 au voisinage de 0 donné par

tan'(x)=a +bx® +cx* +x4£1(x)

2. En déduire en fonction de a, b et ¢ le DL5(0) de la fonction tan.

3. Sachant que tan'(x)=1+ tan2x, calculer a, b et c.

m Vrai ou Faux ? Justifier chaque réponse.

Soit A une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0,
telle que

Vaxel, h(x)=—x+2x2+x%e(x) avec lin(l)s(x) =0.
x—

1. A est dérivable en 0 et 2'(0) = 0.
(x)

h
2. La fonction x— —— admet un développement limité d’ordre 2
x

en zéro.
3. 22 — h(2t%) " 8¢t

—0)

4. Side plus, A est de classe €2 sur I, alors h(z)(O) =2.

. La fonction x — sin(x)h(x) admet un développement limité
d’ordre 4 en zéro.

91

INlI] On définit la fonction F sur I = [—%, %] par : F(x) :f v/ cos(2t) d¢
0

1. (a) Calculer le développement limité a 'ordre 4 au voisinage de
0 de la fonction ¢ — cos(2%).

(b) Rappeler le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de
0 de la fonction u — v1+u.

(c) En déduire le développement limité a 'ordre 4 au voisinage
de 0 de la fonction ¢ — \/cos(2¢).

2. (a) Justifier que F est dérivable sur I et donner F’'(x) pour tout

réel xel.

(b) En déduire le développement limité a 'ordre 5 au voisinage
deOdeF.

3. Par un changement de variable, montrer que F' est impaire.
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On définit la fonction f sur [-1, +oo[ par : f(x)=e*V1+x (c) Calculer le développement limité, a I'ordre 4, au voisinage de
On note ¥ la courbe représentative de la fonction f dans un repeére 0,de f.
(O; i,J ) du plan. 3. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe ¢ au point
0(0, 0).

1. Rappeler les DL(0) des fonctions ¢— e et t— v1+¢ o L . o )
. . j R o 4. Préciser la position de ¢r par rapport a (T) au voisinage du point
2. Déterminer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 1 0(0. 0)

de la fonction f.

On pourra d’abord déterminer le DLy(0) de la fonction g:h— f(1+2) ¥  Soit f la fonction définie sur 10, +oo[ par f(x) = 21n

3. (a) En déduire une équation de la tangente (T') & la courbe € au
point A d’abscisse 1.

université de technologie
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x+1)

1. Rappeler le DL3(0) de la fonction z — In(1+u)

2. En déduire que la courbe ¢} représentant f admet une asymptote

(b) Préciser la position de % par rapport a (T') au voisinage du ) o ) 3
oblique au voisinage de +oo. On donnera 'équation réduite de

point A. . "
cette asymptote et on précisera la position de cette asymptote par
i01¥] Déterminer les limites en zéro des fonctions rapport & 6y .
e*—v1+2x 1 1
fix— — 2 et gix— x I+t 105 1. Apres avoir rappelé le DL a l'ordre 2 au voisinage de 0, de la
fonction ¢ — (1+¢)~ V2, caleuler le DL a lordre 2 au voisinage de 0,
de la fonction g:u— ——.
(18] Soit g la fonction définie sur R par : 1-3u
xv/x
. sint 2. On définit la fonction f sur 13, +oo[ par f(x) = vE .
g0)=1 et VieR", gt)=— x—3
t Montrer que la courbe % représentative de f admet une asymptote
& On admet que g est continue sur R.  On pose pour tout réel x, oblique A au voisinage de +oo. On précisera la position locale de
,_-"Q g 9 % par rapport a A.
& o fx)= f g(t)dt
a 2 ’
g .§ ‘ff gtésigne la courbe représentative de la fonction / dans unrepére 9 Pour approfondir
= © (O;i ,j)duplan.
E = 1
a g 1. En introduisant une primitive G de g sur R, justifier que f est R 1. Démontrer que, pour tout réel x, cos(arctanx)= N
! 3 dérivable sur R et calculer f'(x) pour tout réel x. ) . .. . . . , 1+x
Al a 2. Déterminer un équivalent simple, au voisinage de zéro, de la
S £ 2. (a) Rappelerle ('léveloppen‘lent limité a 'ordre 4 au voisinage de fonction
0 de la fonction u — sin(u). @ : x— cos(arctan x) — cosx

(b) En déduire le développement limité a 'ordre 4 au voisinage 1
de 0 de la fonction x — sin(2x) —sinx  puis le DL3(0) de la Etudier la fonction f définie par f(x)= v x(x+2) exp (—)
dérivée f'. x
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Soit f la fonction définie sur R par : f(x)=In(x+ V1 +x2) 4
1. Prouver que f est dérivable sur R et calculer f'(x).

1
VitaZ
3. En déduire le DL, a l'ordre 5, au voisinage de 0, de f.

Proposer un équivalent simple au voisinage de 0 de la fonction f.

1
— —— lorsque x — 0.

sinx f(x)

2. Calculer le DL4(0) de la fonction x —

4. Déterminer un équivalent simple de

x2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = f V1+e2de
X

1. (a) Rappeler le DL9(0) de la fonction u+— v1+u.

(b) En déduire le DL4(0) de la fonction t— V' 1+ ¢2.
(c) Déterminer le DL5(0) de la fonction f.
2. Que peut-on en déduire pour le graphe de f au point d’abscisse 0 ?
(équation de la tangente, position de la courbe par rapport a la
tangente) 113

3 Avec Python

from math import *
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

On utilisera : lambda, np.linspace, np.vectorize, plt.plot, plt.axis,
plt.grid, plt.show

Soit la fonction f :x~— cos(e® —1).

1. Déterminer, sans Python, le développement limité a 'ordre 3 en 0 de la
fonction f.
Calculer a la main, une valeur décimale approchée de f(—0,02).

2. Créer la fonction f sous Python. Faire calculer £ (-0.02)

3. Sur un méme graphique, afficher les courbes représentatives de f et des
polynémes de Taylor de degrés 2 et 3, de f en zéro.
On choisira comme fenétre graphique [-2,2] x[-1.5, 1.5]

Final 2021.

Pour travailler seul

On considere I'application f : IR — IR définie sur R par :

X

f(x):{ 1e—x_1 si x#0

si x=0
On désigne par % la courbe représentative de f dans un repére orthogonal.

1. Calculer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 de f.

2. En déduire une équation de la tangente (T) a la courbe % au point
d’abscisse 0 et la position locale de (T) par rapport & ¥ au voisinage de
ce point.

1. Déterminer le développement limité a l'ordre 4, au

voisinage de zéro, de la fonction f : x — —cosx

V1+x2

2. En déduire 'équation réduite de la tangente (T) a la courbe % représen-
tative de f au point O(0,0). Préciser la position locale de & par rapport
a (T) au voisinage du point O.

1. Déterminer le DL3(0) de x — In(1+x).
2. On considere la fonction f définie sur I'intervalle I =]—1, +oo[ par

In(1+x) .
flx)= x
1 si
(a) Montrer que f est continue en zéro.

(b) Ecrire le développement limité & Pordre 2 au voisinage de 0 de f.
(c) f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner f(0).

x#0
x=0

3. On définit la fonction g sur I\ {0} par g(x)=(1+ x)% .
(a) Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0
de la fonction x+— exp(f(x)—1).
(b) En déduire le développement limité a 'ordre 2 en 0 de g.

4. On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, =1+ 1/n)".

(a) Pour n € N*, exprimer u, alaide de la fonction g.
En déduire que la suite (u,),cN* est convergente et préciser sa
limite ¢.

(b) En utilisant la question 3.(b), proposer un équivalent simple de
u, — ¢ lorsque n tend vers +oo.
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MT2

Ch5 : applications linéaires

Applications linéaires

1 Pour s’entrainer
On considere I'application

f: Mg1R) — M31(R)

x 3x—2y+3z
X = — 2z —x
z 2z

1. Donner une matrice A carrée d’ordre 3, telle que
VX eM31(R), F(X)=AX

2. En déduire que f est un endomorphisme.
3. f est-elle bijective ?

1. L’application f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

3. Montrer que I'application g: [-1,1] — J

. Déterminer et représenter dans le plan complexe 'image réci-

proque par f de l'intervalle [1; 2].

On définit ’'application f : R — R par
2x
1+x2

Déterminer J = f(R). La fonction f est-elle surjective ?

flx)=

f est-elle injective ? Justifier.

est bijective.
Déterminer sa bijection réciproque g_l.

Calculer le développement limité d’ordre 5 au voisinage de 0 de f.

Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires ? On considére la fonction f, restriction de la fonction sin a I'inter-
valle ]—7,7]. Donner I'image réciproque par f de [0, 1/2].

1. f: € = ?
(x,9,2) — (y+z,x+y+2)
2. g: RxR — R
(x,y) — xy
3. h: R2 — R?
(x,y) — (x—Iyl,x+2y)
4. ¢: MR —  M,[R)
M — AM-MA
5. A: CIX] — C[X]
P — P +P®)
6. v: €(00,1,R) — R

1
! — - fo Fo)at

Soit f : C — R lapplication définie par Vz € C, f(z) = |z|.

pour n € N* et A € M, (R) fixés.

On note E = C[X]. Vérifier que 'application ¢ :

est linéaire.

E — E
PX) ~ XPX)
@ est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Soit E = Re[X] et Iapplication f: E — R2

P — (P),P®)

1. Vérifier que f est linéaire. Déterminer son noyau.
2. En déduire le rang de f et Imf.

On considere l'application f: Ms1(R) — My 1(R)

U

x
[x-y+z
(Z) — )= (x+y+22)
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MT2 Ch5 : applications linéaires

1. Donner la matrice A € My 3(R) telle que Soient E et F deux IK—espaces vectoriels de dimension finie n = 1.
Soit f € L(E,F) telle que dge L (F,E); gof =idg.

VU e M3 1(R), f(U)= AU Montrer que f est injective. Que peut-on conclure ?

2. Vérifier que f est linéaire.

3. Déterminer Ker(f). f est-elle injective ? On note Ro[X] le R—espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels, de degré inférieur ou égal a 2. Pour tout polynéme P de Ro[X], on
pose Y(P)=2P +(X -1)P’

1. Prouver que si P est de degré au plus 2, alors WY(P) € Ro[X].
Soit f une application linéaire injective d'un R—espace vectoriel 2. Vérifier que W est une application linéaire de Ro[X] dans Ro[X].

4. En déduire le rang de f.

E dans un R—espace vectoriel F'. 3. Onpose Qo=1,Q1=X-1 et Qs =(X-1)%
Soit (e—f ,€2,...,€en ) est une famille libre de E. Calculer W(@Q}) en fonction de @; pour chaque entier % € [0, 2].
_ _ . 4. Montrer que la famille (@, @1, @2) est une base de Ro[X].
Montrer que (f(el ), f(e2),..., fle, )) est une famille libre de F'. En déduire Im(¥).

S’agit-il d’'une base de F' ?

On note E le R—espace vectoriel des fonctions de classe ¢ sur (84 On note E = Ry[X] dont la base canonique est % = (1,X,X?).
R, & valeurs dans R. On écrit E = €°(R,R). On définit 'application On considére 'application f: E — E

®:E—EparVfeE, O(f)=2f-f". P(X) — 2XPX)-(X?2-1P'(X)
1. Montrer que ® est un endomorphisme de E. 1. (a) SOlt P(X) e E. En écrivant P(X) = a+bX+cX2 (Oﬁ a, b, ¢ sont
2. Déterminer le noyau de ®. @ est-elle une bijection ? des c?efﬁ01ents réels), do.nner ,sou.s forme développée f (P(X)) ’
" En déduire que f est «bien définie».
3. Soit g€ E. On pose Vx € R, f(x) = _e2xf0 gte 2 dz. (b) Prouver que f est un endomorphisme de E.
Simplifier ®(f). En déduire Im(®). (c) Calculer les polynémes f(1), f(X) et f(X?).
4. Prouver que lapplication ¢: Rs[X] — R3[X] 2. (a) Proposer une base de Im f et donner le rang de f.
P — 2P-P' (b) En déduire la dimension du noyau de f et proposer une base
est bijective. de Ker f. Imf et Ker f sont-ils supplémentaires ?

Soit ' un IK—espace vectoriel. Soient u et w deux endomorphismes
de E. Prouver que

f1,2)=(1,1,00 et f(2,1)=(0,1,1) Im(u +w) < (Im(u) + Im(w))

Calculer f(x,y) pour tous réels x, y. Déterminer Im f et Kerf. Linclusion réciproque est-elle vraie ?

Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R? dans
R? telle que

page 19 UTBM
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MT2 Ch5 : applications linéaires

2 Pour approfondir 1. Justifier que ¢ est bien définie puis que ¢ est une application
linéaire.
On note E = R[X]. Soit ¢ : E — E l'application définie par : 2. Déterminer le noyau de ¢.
VPeE, ¢P)=P(X+1)-P(X) 3. En déduire, par le théoréme du rang, que ¢ est surjective.
1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E.
2. * Déterminer le noyau de ¢. Par analyse/synthése. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Indication : que peut-on dire d’'un polynéme de E, admettant une Soit f € Z(E,F) et g€ Z(F,E) telles que gof =idg.
. . . o N
infinité de racines ? 1. Prouver que (Kerg nImf) c {OF}

2. Démontrer que F =Kerg @ Imf

On désigne par F' I'ensemble des suites réelles (u,) ey satisfaisant
la relation de récurrence :

VReEN, wpen=6upet+Tu, 3 Pour travailler seul

Avec le théoréme du rang . Soit f € Z(R®) tel que fof =0.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R™.
1. Montrer que Imf cKerf.

Déterminer les suites géométriques appartenant a F'. .
2. On suppose de plus que f #0. Déterminer le rang de f.

2. Prouver que I'application ¢ : F — R?
est un isomorphisme (Unlnen = (uo, u1) Final 2017 .
P ) Soit E = €(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R a valeurs
3. En déduire une base de F'. dans R. On considére I'application ® qui, a toute fonction f de E, associe la
x+1
4. La suite (v,) est définie parvg=0, vi=1et fonction ®(f) définie sur R par Vx € R, ®(f)(x) = fde

X

VvneNN, v,42 =6v,41+ 70, . Expliciter v, en fonction de n. . . . . N
n+2 n+l n p n 1. (a) Soit f € E. En introduisant une primitive F de f sur R, justifier

que ®(f) est dérivable sur R.
(b) En déduire que I'application ® n’est pas surjective.
Soit E un IK—espace vectoriel de dimension finie n (ou n € N*). 2. Montrer que ® est un endomorphisme de E.

Soient f et g deux endomorphismes de . 3. Soit la fonction g:x+—— cos(2mx). Calculer pour tout réel x, ®(g)(x).

1. Montrer que Kerf cKer(gof) et Im(gof)cImg. ® est-elle injective ? Justifier.

2. En déduire que r <min{r , T .
e au ggor) in{rg(7), re(g)) Soient E un KK—espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

On note f2 = f o f. Démontrer 'équivalence suivante :
ImfnKerf = {o_E’} < Kerf =Kerf2
Soit n € IN*.
Soit ¢ : K, +1[X]— K, [X] définie par ¢(P)=(n+1)P -XP.
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Fonctions de deux variables

1 Pour s’entrainer

Dessiner les parties suivantes de RZ.
Sont-elles bornées ? ouvertes ? fermées ?

E1={x,)eR? | xy>0} Ez={(x,y)eR?|x®*+y?<9}

Es=R*\(Rx{0}) E4=R*\{0,0)} E5=[2,41x[-1,3]
Eg={(x,y)eR*;1<lx—4/<3} E7={(x,y)eR?; |x|+|yl<2}

On définit les fonctions f, g et h par :

f,y)=2x+3y-5 ; glx,y)=1/4-x2-y2 ; h(x,y)=1/1-y2

1. Donner ’ensemble de définition de chacune de ces fonctions. Montrer que la fonction g : (x,y) —

2. Décrire géométriquement les surfaces représentatives des (0,0).
fonctions précédentes.

sinx

n’a pas de limite en

24 2xy + y2
8 On définit £ : R2— R par f(x,y) = % si (x,) #(0,0)

et £(0,0)=1.
Etudier les limites, pour ¢ — 0 de f(0,¢) et f(¢,—t). Conclusion ?

Ik}] On considére la fonction f: (x,y)— In(1— P yz).

1. Déterminer et représenter graphiquement ’ensemble de définition
de f.

2. Soit @ > 0. Déterminer .%_, la ligne de niveau —a de f.

Déterminer la limite éventuelle en (0,0) de la fonction f définie

. ) . ar f(x,y)=...
On donne ci-contre les lignes de niveau d’une fonction de deux par f(x.y
variables. Une seule des quatre fonctions suivantes peut convenir. o oxZ4y? 2x2y
Laquelle ? W == 32 (V) == 52
) i) sinx sin y ) In(1+xy)
— oY . — i) —— v) ——
fl(x’y)_e ’ f2(x9y)_x Yy xy y
_ 2,2 . _ .2 1 1-
fst,y)=In(x*+y*) ;  falx,y)=x"—y (i) ysin (x_2) i) cos /Xy

page 21 UTBM
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Ch6 : fonctions réelles de deux variables réelles

2 2

Soit f définie par f(x,y)= y% pour (x,y) #(0,0) et £(0,0)=0.
xery

Montrer que f est continue sur R?.

On définit la fonction g : IR — R par
Alors g est dérivable sur R.

Soit f: R? — R une fonction de classe €' sur R2.
VxeR, glx) = f(x,2x).

Exprimer g'(x) en fonction des dérivées partielles premiéres de f.

145

1. % Déterminer '’ensemble de définition de f.
Le représenter graphiquement dans un plan.

On pose f(x,y)=arccos(xy—1).

0
2. Calculer —f(x,y).
Oy

3. Déterminer la ligne de niveau % de f pour k2 €[0, 7] . 1.

x,y)=——-= si
fx,y) e

Soit f la fonction définie par f(0,0) =0 et
s (x,5) #(0,0)

Montrer que les applications partielles de f en (0,0), sont conti-
nues en 0.

2. Examiner f(x,x) et montrer que f n’est pas continue en (0,0).

3. Prouver lexistence de dérivées partielles premieres de f sur R2.

4. Vérifier par le calcul que les dérivées partielles ne sont pas conti-

nues en (0,0).

Déterminer le développement limité a 'ordre 1 de la fonction f au

point a =(2;1) :

IET] Calculer les dérivées partielles premiéres de la fonction g :
1
(a) g(x,y)=x2y+§y3 (b) glx,y)=+vx+2y
() glx,y)=3xy+e” (D) glx,y)=ysin2xy+1)
(e) glx,y)=In(x?y? (O glx,y)=arcsin(1-xy)
1Y)  On pose O =R\ {(0,0)}. Soit la fonction f : R? — R définie par

3
Yy .
f(x,y)=m51(x,y)eﬂ etf(0,0):O

1. f est-elle continue sur R? ?

2. Calculer les dérivées partielles premieres de [ sur Q.

9 3 flx,y)=3xe” —x
3. Calculer —f(0,0) et —f(0,0).
O0x oy 1.
4. f est-elle de classe € Lsur R? ?
2.

i¥2] Déterminer une équation cartésienne du plan tangent a la surface

au point A(1,0,1).

d’équation z =
xZ+y

(a) f(x,y) =%y
(c) f(x,y) =In(xy)

1
(mﬂ&w=§ﬁ—ﬁ)
(d) f(x,y) =x arctany

On consideére la fonction f de deux variables définie par :

3 _e%. On admet que f est de classe €2 sur R2.

(a) Calculer les dérivées partielles premiéres de f.

(b) Montrer que a =(1, 0) est le seul point critique de f.

(a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.

(b) En déduire que f admet un extremum local en a.
S’agit-il d'un maximum ou d’'un minimum ?

(¢) Cet extremum est-il absolu ?
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Ch6 : fonctions réelles de deux variables réelles

Trouver les extremums locaux de la fonction f définie par :

1. flx,y)=2x2+2y*+2xy—x—y En déduire les éventuels ex-
2. fle,y)=x>+y2—9xy+1 tremums globaux de f.
3. fla,y)=at+y*—(x—y)? 4. f(x,y)=sin(x)+y>-2y+1

Compléter : V(x,y) € R?, e
Fle,y)= (212 +(2-12+ 2 floy)=e

6. flx,y)=xy(x+y—-1)

On consideére la fonction f, de deux variables réelles, définie pour
tous réels strictement positifs x et y par :

8 8
fl,y)=xy+—+—
x Yy
1. Déterminer les éventuels points critiques de f.
La fonction f présente-t-elle des extremums locaux ?

2. Application :
Une entreprise fabrique des bacs parallélépipédiques de largeur x,
de longueur y et de hauteur z (x, y et z étant exprimées en dm).
Ces bacs comportent un fond mais pas de couvercle et 'épaisseur
des plaques formant ces bacs est négligeable.

(a) Quelle est l’aire totale (en dm?) des plaques nécessaires a la
construction d’'un bac ? On notera cette aire «/(x, y, 2).

(b) On veut que chaque bac ait un volume de 4 litres.
Comment choisir les dimensions pour minimiser l'aire <f ?

2 Pour approfondir
Soit f la fonction donnée par f: (x,y) — arccos(x? + y2)
Dans tout 'exercice, 'espace est muni d’un repére orthonormal (O 31,k )

1. Déterminer 'ensemble de définition & de f.

2. Soit ¢ un nombre réel. Déterminer .%; la ligne de niveau ¢ de f.

3. Onnote U l'intérieur du disque unité : U = {(x,y) € R? | x2+y% < 1}

et on admet que f admet des dérivées partielles sur U.
(a) Donner une équation du plan tangent a la surface représen-

11 (11
i intA|l=,=,f|=,=]]
tative de f au point (2,2,f(2,2))
(b) Démontrer que f admet (0,0) comme unique point critique
sur U.
(c) Calculer £(0,0) et en déduire que f admet un maximum

global en (0,0).

4. Dans cette question, on admettra le résultat suivant :

soit (X) un solide compris entre les plans d’équations z=a et z=b o1 a
et b sont deux réels tels que a < b. Si, pour tout réel ¢ € [a,b], on note
A(t) l'aire de la section de (Z) par le plan d’équation z = ¢, et si la fonction
t — A(¢) est continue sur le segment [a,b], alors le volume v(X) du solide
(2) est donné par l'intégrale :

b
v(Z) =/ A(t)dt

Calculer le volume du solide (X) situé au-dessus du plan (0xy) et
en dessous de la surface représentative de f.
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1 4n . 2
t .
On pose pour tout entier naturel n : a, = [ T2 d et la fonction g sur R” par :
0

1. Calculer ag et a; . V(x,y)€R?, g(x,y)=F(xy)—F(x)-F(y).

2. (a) Pour tout entier naturel n, exprimer a, +a,+2 explicitement On admet que g est de classe €2 sur R2.

en fonction de n.

: : og og .
2 L
(b) En déduire les valeurs exactes de az, a3 et a4 . (a) Soit (x,y) € R”. Exprimer a(x,y ) et a(x,y ) a laide de la

On considere la fonction f : R? — R définie par : fonction f.
(b) Montrer que si x =0 ou y =0 alors (x,y) n’est pas un point
2 L+ at+y)” critique de
Vix,y)eR?, flx,y)= 5 dt q 8-
0 1+t (c) Démontrer que g admet un unique point critique que l'on
précisera.

3. Prouver que, pour tous réels x et y, 5
(d) La fonction g présente-t-elle un extremum sur R* ?

f(x,y):a2x2+a0y2+2a1xy+2a3x+2a2y+a4

4. Démontrer que f admet un unique point critique b sur R? sans On considére la fonction F définie sur R? par :

chercher a calculer ce point critique. 9 9 9
Vx,y)eR®, F(x,y)=x"y+xy

5. (a) Calculer la matrice hessienne de f au point b.
(b) En déduire que f présente un extremum local en b. Partie A
S’agit-il d'un minimum ou d'un maximum ?
1. Calculer les dérivées partielles premieres de F'.

2. Montrer que F' admet un unique point critique a que I'on précisera.

On considere la fonction f définie sur R par : 3 Btudier le signe de F(x,x) pour x € R. La fonction F posséde-teelle
arctant un extremum ?
si t#0
VieR, f(1)= t Partie B
1 si t=0

On se propose dans cette partie, de déterminer toutes les fonctions
. 2 . . . )
1. (a) Déterminer le développement limité & Pordre 2 au voisinage 8- R — R, de classe €~ sur R, vérifiant la relation (x) suivante :
de 0 de la fonction f.

Vi, eR? glrx+y=g@)+g+Fx,y) (%)
(b) f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, donner la valeur de £'(0) . ©Y ErTy=gOTEY “Y

(c) Calculer f'(t) pour tout réel ¢ non nul. 1. On suppose qu’il existe une telle fonction g.
2. On définit a présent la fonction F sur R par : 0 { Alx,y)=glx+y)
. (2) On pose B(x,y) = g(x)+g(y) + F(x,y)
0A 0B
VxeR, F(x) =f0 f®dt Exprimer a—(x,y) et O—(x,y) al'aide de g et de F.
x x
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2

0yo0x
(¢) En déduire que pour tout réel ¢, g’(¢t) = 2t. Calculer g(0)
grace a ().

(b) Prouver que V(x,y)eR%, g'(x+y)= (x,)

2. Donner toutes les fonctions g de classe €2 sur R vérifiant la

4 Pour travailler seul

Final 2019.

On considere la fonction f définie sur R? par :

V(x,y)ERZ, f(x,y)=3c4—xy3+3y4

relation (%). 1. Calculer les dérivées partielles premieres de f en tout point (x,y) de R2.
2. Démontrer que f admet un unique point critique a que l'on précisera.
Passage en coordonnées polaires. On pose U =R"* x R. e f i e pol 9 ; a ql; 9 5p '
1. Soit f : U — R une fonction de classe € sur U. 3. (a) Développer l'expression : (x2 - yg) + (xy - %) + 53’4
o . T T
On définit la fonction g sur Q = R** x 33 [ par : (b) La fonction f posséde-t-elle un extremum ?
- ?
V(r0)eQ, g(r.0)=/F(rcosh,rsind) Est-il global ou seulement local ?
F) 0 . . e . ”
Exprimer 0_g (r,0) et 98 (r,0) a aide des dérivées partielles Final 2016. On admet dans cet exercice que '’équation d’inconnue x,
r

] 00
premieres de f.

2. Trouver toutes les fonctions f : U — R de classe € sur U telles

0 0
que V(x,y)eU, y—f(x,y)—x—f(x,y) =0
0x Oy

3. Trouver toutes les fonctions f : U — R de classe € L sur U telles L
of of [ 2, w2 2.

que V(x,y)eU, xa(x,y)+y£(x,y) =1\/x*+y
3.

3 Avec Python

PYPLOT dispose d'une commande appelée contour permettant de tracer ]RE p
des lignes de niveau d’une fonction de deux variables. 1

Soit la fonction f définie par  V(x,y) € R2, f(x,y) =% — % + y?

1. Modifier le fichier
andre.turbergue.free.fr/wp-content/uploads/surface3D.txt, afin de tracer

la nappe représentant la fonction f sur [-2, 2] x[-2, 2]. 2.

2. Conjecturer l'existence d’extrema locaux et/ou globaux de f.
Voit-on sur la surface un point critique ? Est-ce un extremum local ?

3. Visualiser des lignes de niveau de f pour des niveaux entre 0 et 2 avec

un pas de 0,05. On pourra remplacer le levels=80 de plt.contour, par 3.

un np.arange
4. Justifier que f est de classe €2 sur R? et calculer ses dérivées partielles
premieéres et secondes.

5. Déterminer les points critiques de f. Justifier les conjectures.

1
e* = - admet une solution et une seule a dans ]0, +ool, et que 3 <a<l.
x

On considere I'ouvert U =10, +oco[xR de R? et la fonction f de classe €

1
sur U définie par V(x,y)eU, f(x,y)= = +e*—y2e”
x

Calculer les dérivées partielles premiéres de f en tout point (x,y) € U.

Montrer que f admet deux points critiques et deux seulement, dont 'un
des deux est a = (a,—2).

Est-ce que f admet un extremum local en a ? Si oui, préciser sa nature.

Le but de I'exercice est 'étude des extremums de la fonction f définie sur
ar f(x,y) = %2 —2xy+2y2 +e”

X

X

(a) Montrer que ’équation d’inconnue réelle x, e™ = x, admet une

solution et une seule a.

1
(b) Vérifier que 3 <a<l. On rappelle que e>2 et e <2.

(a) Calculer les dérivées partielles premiéres de la fonction f.

(b) Déterminer en fonction de «, le seul point critique de f, c’est-a-dire
le seul couple de R? en lequel f est susceptible de présenter un
extremum.

(a) Calculer les dérivées partielles secondes de f.

(b) En déduire que f présente un extremum m en un unique point de
R?. S’agit-il d’'un minimum ou d’'un maximum ?

(c) Exprimer en fonction de a la valeur exacte de cet extremum m.
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Matrice d,une application 1. Déterminer une base de Kerf.
linéaire 2. Onpose ¢;=(1,0,-2) ; &e=(-1,2,3) et e3=(1,0,1)

(a) Montrer que la famille &’ = (¢1, €2, £3) est une base de R3.
(b) Calculer la matrice de f dans cette nouvelle base %’'.
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164 1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R? Soit f:R® — R? lapplication linéaire définie par :
dans R? telle que £(1,0)=(1,2,3) et £(0,1)=(2,1,3)

2. Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R3.

\

f((x,y,2))=z+y—-x,x+z—y,x+y—2)

3. Pour (x,y) € R?, calculer f(x, y). 1. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique % de R3.
4. Déterminer le rang et le noyau de f. 2. Déterminer la matrice de f o f par les deux méthodes suivantes :
f est-elle injective ? surjective ? bijective? a) en calculant les images par f o f des vecteurs de la base cano-
nique,

b) en calculant le produit matriciel A-A.

Il Ecrire la matrice M de application linéaire . 3
3. En déduire (f o f)(x,y,z) pour tout (x,y,z) € R".

®: C3X] — CaolX] 4. Soit n € IN*. En donnant la matrice J € M3(R) telle que
P — PX+1D-PX) A =J-2I3, exprimer A" comme combinaison linéaire de I3 et J.

relativement aux bases canoniques de C3[X] et Co[X].

Donner le rang de M. En déduire Im(®) et Ker(®). Dans l'espace vectoriel R® muni de sa base canonique % = (e1,e3,¢3),

on considere les trois vecteurs :

0 Soit —¢: RslX] — RalXl gi=(1,L)  Zm=11-1) g=(1,-11
P e P — P-(X+1P
ﬁ % 1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de R3[X]. 1. Montrer que € =(g1,83,23) est une base de R®.
g— g 2. Montrer que (1,(X +1),(X + 1)%,(X + 1)?) est une base de Rg[X]. 2. On considére u 'application linéaire de R® dans R3 définie par les
..g *3 3. Ecrire la matrice de ¢ dans la base précédente. relations : u(e1)=g1 u(ez) = g2 ules)=g3
E '§ 4. En déduire I'image de ¢, le rang de ¢ et le noyau de ¢. (a) Expliciter la matrice M de u dans la base canonique 2.
. g (b) Montrer que u est bijective.
N
= o , . .
S = Soit f: R3 — R3 Papplication linéaire dont la matrice dans la 3. Déterminer la matrice de u? = uou dans la base %. Montrer que
base canonique est cette matrice est combinaison linéaire de M et I3.
2 -1 1 En déduire une relation entre u, u? et idRs.
M= (O 1 0) 4. Exprimer 1! comme combinaison linéaire de u et de idys .
2 1 1
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Soit E = Ro[X] muni de sa base canonique %, = (1,X,X2). 4. (a) On rappelle que f(Q2) = es.
1. Démontrer que la famille % = (X - 1)%, (X — 1)(X + 1), (X +1)?) Donner les valeurs de @2(1), @2(2) et @2(3).

est une base de E. Calculer le polynéme @2(X) sous forme développée.

. . Dé iner 1 ice M.
2. Donner la matrice de passage @ de la base canonique %, vers la (b) Déterminer la matrice

base A.
3. Calculer Q2. En déduire la matrice de passage de % a %,. Soit f € Z(R?) 'endomorphisme de R? canoniquement associé a
4. Déterminer les coordonnées du polynéme 1+ X — X? dans 2. la matrice 9 9 3
A= (—4 -7 —12)
2 4 7

Soit Co[X] 'espace vectoriel des polynémes a coefficients com-

plexes, de degré inférieur ou égal a 2 1. Calculer la matrice de f o f dans la base canonique de R?.

On considere 'application ¢ : Co[X] — Co[X] Que peut-on en déduire pour f o_]f ?
P(X) — P(X+1)-XP'(X) 2. Montrer que Ker fNIm f = { 0 }
1. Pour a, b et ¢ complexes, calculer @aX2+bX +c¢). 3. Montrer que R? = Kerf @ Imf.
2. Vérifier que @ est une application linéaire de Ca[X] dans Cq[X]. 4. Proposer une base de Kerf et une base de Imf.
3. Déterminer une base du noyau de ¢. En déduire le rang de ¢.
4. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique %, = (1, X, X2) de 1 -1 2
ColX1. Onpose B=[0 1 0]eMM3(R) et on note g 'endomorphisme
1 1 2
de R? canoniquement associé a B.
On note E = Ry[X] et # = (1,X, X2) sa base canonique. Déterminer le rang de g, Im(g), dim(Kerg) et Kerg .
On note (e1,e2,e3) la base canonique de R3.
On consideére application f : E — R3 0 1 2 9
P — (P(1),P(2),P@3) Soit N = (1 o 1 _4) € My.4(R) et soit ¢ € Z(R*, R?) appli-
1. Démontrer que f est un isomorphisme. cation linéaire canoniquement associée a N.
2. Pour chaque entier i € [1,3], on pose Q; = f*(e;). 1. Déterminer le rang de ¢. En déduire la dimension du noyau de ¢.

(a) Justifier que #' = (Q1,Q2,@3) est une base de E. 2. Soit te Ret w =(t,2t,t,t)e RY. Caleuler ¢ ().
(b) Soit P un polynéme de E. En remarquant que P = /! (ry),
déterminer les coordonnées de P dans la base #'.

3. Dans la suite de I’exercice, on note M la matrice de passage de la
base % ala base #'.

1 2 -4 -2 —1)
Expliciter M ~1 en utilisant la question 2.(b).

Déterminer le rang de la matrice M =|0 -2 4 2 0
1 1 -2 -1 1
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On considere f € Z(R®) dont la matrice, dans la base canonique 3. Montrer que E = Vect(1) & Ker(L).

100 4. Soit £ un nombre réel. On considére 'application T :E — E
BodeR? est A=[3 1 0. Ondonneles vecteurs : définie par :
4 -1 2 YPeE, Ty(P)=P+EkL(P)X

u1 =(0,0,1) ; us=(0,1,1) ; us=(1,1,0).

On admet que %' = (&7, w3 , 43) est une base de R3. (a) Vérifier que T}, est un endomorphisme de E.

(b) Déterminer la matrice M}, de T dans une base (1,%) de E

1. (a) Exprimer f(u1) en fonction de u7 et f(u2) en fonction de us.
(a) Exp flun) 1 et f(uz) 2 adaptée a la décomposition des questions 2. et 3.

(b) Calculer les coordonnées du vecteur f(z3) dans la base cano-
nique %, de R®.
(c) Exprimer f(u3) comme combinaison linéaire de us, u3. 5. (a) Calculer (LoT})(P) pour P€E.
2. (a) Donner la matrice de passage P de la base % vers %'. (b) Pour tous réels a et b, simplifier T,oTy. Déterminer T} ' .
(b) En déduire la matrice T =P 'AP.

(c) Justifier que I'application T, est bijective.

Ikl) % =(eq,eq,e3) désigne la base canonique de R3.

2 Pour appro fondir Soit £ : R® — R? 'endomorphisme défini par

V(x,y,z)E]R3, flx,y,2)= (2x+y—z,3x+y—32,4x+y—3z)
Avec la formule du binéme. Soient n un entier supérieur a 2 et ¢

Pendomorphisme de R,[X] défini par : 1. Donner la matrice A de f relativement a la base 2.
VPeR,[X], (p(P(X)) —P(X+1) 2. On considere les vecteurs : wuj=eg+e3,ug=e1+e3 et ug=eq.

, /_ 3
1. Ecrire la matrice A de ¢ relativement a la base canonique de (a) Montrer que %" = (u1,uz,u3) est une base de R".

R,[X]. Justifier que A est inversible.

2. En utilisant la réciproque (p_1 de ¢, déterminer l'inverse de A.

(b) Donner la matrice de passage P de la base & vers la base
E@/
3. (a) Exprimer f(ug) comme combinaison linéaire de ug et us.

179 K6} E=Ro[X]T el réel d vn de deeré (b) Ecrire la matrice T de f dans la base %'
n note E = Ro[X ] 'espace vectoriel réel des polynomes de degrés (©) Que vaut P-1AP ?

inférieurs ou égaux a 2. On désigne par 2 = (1,X,X?) la base canonique

de E. Soit L : E — IR l’application linéaire définie par : 4. (a) ATaide d'une calculatrice, donner T%, T° et T*.

L (b) Soit n € IN*. Expliciter T".
VPeE, L(P) :f P(t)d: (c) * En déduire les 9 coefficients de A™ en fonction de n.
-1

1. Caleculer L(1), L(X) et L(X?).

2. Déterminer la dimension de Ker(L). Proposer une base % de
Ker(L) dont le premier vecteur est X.

page 28 UTBM



MT2 - Printemps 2025

université de technologie
Belfort-Montbéliard

\—>

hitp ://andre.turbergue.free.fr

MT2

Ch7 : matrices et applications linéaires

3 Avec Python

On importera le module Sympy : from sympy import *

On utilisera : def, return, expand, diff, Matrix, rank(),
transpose ()

On note E = Rgo[X] le R—espace vectoriel des polynémes a coefficients
réels, de degré inférieur ou égal a 2. On consideére I'application g définie
sur E par :

1.
2.

VPeE, gP)=2X+1)P+(1-X>P'
Calculer g(1), g(X) et g(X?).

Vérifier que g est un endomorphisme de E.
Cette question ne fera pas intervenir PYTHON.

Ecrire la matrice A de g relativement 4 la base canonique
B=(1,X,X?) deE.

4. Donner le rang de g. g est-il un isomorphisme de E sur E ?

5.

(a) Donner la matrice de g~ dans la base 2.
(b) Onpose P=7X%2+2X-3.

E désigne un espace vectoriel sur C de dimension 3, rapporté & une base
B =(e1, eg, e3). Pour tout nombre complexe %, on considére 'endomorphisme
f de E défini par :

flea)=0 et fler)=f(es)=ker+ea—Fkes

[y

. Calculer f(e1+ieg—e3).
2. (a) Déterminer une base de Im f et donner le rang de f.
(b) En déduire la dimension du noyau de f et montrer que
Kerf = Vect(eg, e1 —e3).
3. Ecrire la matrice A de f dans 2 et calculer A2,
En déduire sans calcul fof.

4. Onpose e =f(e1) , ey=e1—e3 et es=es

(a) Montrer que (e}, e}, e5) est une base de E.
(b) Donner la matrice A’ de f dans cette base.

5. Pour tout complexe z non nul, on pose B(z)=A-zI,
I désignant la matrice identité de Dig(C).

(a) Calculer (A —zI)(A +zI). En déduire que B(z) est inversible puis
écrire (B(z))~! en fonction de z, I et A.
(b) Pour tout n de IN*, déterminer (B(z))" en fonction de z, n, I et A.

Déterminer, a I'aide d’un produit matriciel, le polynéme g_l(P) Final 2018. On note % = (1, e3, e3) la base canonique de R”.

4 Pour travailler seul

Final 2021. On note E = R3[X] I’espace vectoriel réel des polynémes de
degré inférieur ou égal a 3. On considére I'application

1.

2.

¢o: E — E
1
P — P”—gXP’+P.

Donner sans justification la dimension de E. Prouver que ¢ est une
application linéaire.
(a) Ecrirelamatrice A de ¢ dans la base canonique Z = (1, X, X2, x3
(b) Calculer le rang de A. En déduire la dimension du noyau de ¢.
(¢) Exprimer ¢(X?) en fonction de ¢(X). En déduire une base de
Kerg.

On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base Z est :

0 -2 -5
A=|-2 0 4
1 1 0

On pose enfin u=ey1—eg=(1,-1,0) et w=ei+f(e1)
1. (a) Calculer le vecteur w.
(b) Démontrer que la famille ¥’ = (u,w, e1) est une base de R3.
(c) Expliciter la matrice P de passage de la base 4 vers la base .
2. (a) Déterminer la matrice T de f dans la base €.
(b) Lendomorphisme f est-il bijectif ?
(c) Donner sans justification, le lien entre les matrices 7', A, P et Pt
3. Lebut de la fin de I'exercice est de trouver une matrice carrée X € #3(R)
vérifiant Pégalité : X2 —2Xo—I3 = A.
Soit X une matrice carrée de .#3(IR). On pose Y =P 1X P.
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(a) Vérifier que Y2 =P 1X2%P.
(b) Montrer que si Y vérifie 'équation (%) : Y2-2Y-I3=T
alors X vérifie X2 -2X —I3 = A.

université de technologie
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a 0 O
4. (a) Déterminer la matrice Yy = (0 b c) vérifiant ’équation (x) et
0 0 b

dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs.

(b) En déduire une matrice X solution de X2 —2X —I5=A.
On exprimera X a I'aide de P et de P~ sans chercher a calculer
les 9 coefficients de la matrice Xj.

)

MT2 - Printemps 2025
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