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Applications linéaires

1 Enoncés

1.

Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R® dans R?
telle que :
f(1,0,0)=(0,1) ;

£(1,1,0)=(1,0) f1,1,1)=(1,1)

2. Calculer f(x,y,z) pour tous réels x, y et z.

3. Déterminer le noyau et 'image de f.

Soit f € Z(R®) tel que f o f est I'application nulle sur R®.
1. Montrer que Imf cKerf.

. On suppose de plus que [ # (%13.

Peut-on avoir rg(f) =0 ?rg(f)=3 ?rg(f)=2 ?
En déduire le rang de f par disjonction des cas.

Calculer le rang de chacune des deux matrices suivantes :

_07 :; ; :z 1 2 -4 -2 -1

A= , B=|0 -2 4 2 0
0 4 -6 6 11 -2 -1 1
2 -2 0 -2

2 Corrigés

1. Pour justifier ’existence et I'unicité d’une telle application linéaire
f, il suffit de prouver que la famille de vecteurs ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1))
est une base de R®. On pose £1 =(1,0,0); g2 =(1,1,0) et e3 = (1,1,1).

Soient a, b et ¢ des réels tels que a-£1+b-xe3 +c-£3 = Ops

Alors a(1,0,0)+56(1,1,0)+¢(1,1,1)=(0,0,0)
D’ou (@a+b+c,b+c,c)=(0,0,0)
{a+b+c = 0
D’ou b+c = 0
c =0
Donc c=b=a=0

Donc la famille (7, &2, £3) est libre.
Cette famille libre comporte 3 vecteurs dans I'espace vectoriel R? qui est
de dimension 3. Par conséquent la famille (g7, 3, £3) est une base de R®.

. Notons (e1, €3, e3) la base canonique de R>.

Exprimons e, ez, e3 en fonction des vecteurs 71, £, £3.

g1 = el _ —

g2 = ei+ey S S

— —_ —_ —_ > e = Eo — &

€3 = (e1+eg)+es 22 27
~—— e = &E3— €&y

&

Donc pour tout (x,y,z) € R3,

Flx@i+ye3+25)
= xf(e1)+y[f(es)+zf(ez)par linéarité de f

= 2 f @)yl (B-F)ref E-B)

= (x—y)f(e1)+(y—2)f(g3)+z f(g3) par linéarité de f
= 0, x—y)+(y—2,0)+(z,2)

fx,9,2)

= (y,x—y+2)

3. ¢ Déterminons le noyau de f.

Soit ¥ = (x,y,2) un vecteur appartenant a R3.
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% eKerf < f(@)=0ps
= (y,x-y+2)=(0,0)
y =0
x—y+z = 0
y 0
= {x+z = 0

x =t
— y =0 (avec teR)
z = -1

— JteR;u=t(1,0,-1)

Ainsi Kerf = {¢-(1,0,-1) e R? | t e R} = Vect((1,0,~1)) = Vect(e; — e3)
est de dimension 1.

e Déterminons I'image de f.
Sachant que (€1, &3, £3) est une base de R?, on peut dire que
Imf = Vect(f(z1), f(£3), [ (3))

Or f(e1)=ez et f(ez)=e; et f(e3)=ei+ez

Donc Imf = Vect(e3, 1, e1 +e3) = Vect(e1, e3) = R?

Soit f € Z(R®) tel que fof =0.

1.

Soit y e Im f. Alors EIuEIR3;y=f(u).

Dot f(y)=f(fw))=(fof)u)=0u)= 0= (0,0,0). Donc y € Kerf.
Ainsi Vyelmf, yeKerf ce qui signifie que Imf cKerf.

. On suppose de plus que f #0.

On sait que Im f est un sous-espace vectoriel de R? avec dim(R?) = 3.
Donc 0 < dim(Im f) < 3. On rappelle que rg(f) = dim(Im f).
— On ne peut pas avoir rg(f) = 0 sinon f serait 'endomorphisme nul.
— Supposons rg(f) = 3. Alors, d’apres la formule du rang,

dim(R®) = dim(Ker ) + rg(f) d’ott dim(Ker f) =3-3=0.

Or, d’apres la question 1, Imf c Kerf.

Donc dim(Im f) < dim(Ker f) c’est-a-dire 3 < 0 ce qui est absurde.
— Supposons rg(f) = 2. Alors, d’apres la formule du rang,

dim(]R3) =dim(Ker ) +rg(f) dou dim(Kerf)=3-2=1.

Or, d’apres la question 1, Imf c Kerf.

Donc dim(Im f) < dim(Ker f) c’est-a-dire 2 < 1 ce qui est absurde.

1 2 -4 -2 -1 1
Arglo -2 4 2 0 = rg|0
1 1 -2 -1 1) C3—C3+2C, 1
Cy—Cy+Co
1 2 -1 1 1 -2
=rg| 0 -2 0 = rg|0 -2 0
1 1) C—=C-C: |1 0 o
C3—C3-C
11
el ® 0([=3
1 3 0 0
0 -1 2 -2 -2 1
B |7 7T 2 -8 -15 1
rg _ = rg
0 4 -6 6| ¢ _ 0 ic, 6 -2
2 -2 0 Co—Co—-0Cy 0 0
0 1 2 -2
B |81 2 -8 ~ 1
Cl — Cl +03 0 0 -6 6 C1—C1+13Cqy
Cy —3Cy—Cs 0 0 0 -2
=4

2
-2

—

0 0
0 0
0 0

Ainsi ‘ le rang de f est nécessairement égal a 1 | et dim(Ker f) = 2.

-1
0
1
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Intégration sur un intervalle
quelconque

1 Enoncés

1. Soit n un entier naturel.
+00 tn
Justifier la convergence de I'intégrale généralisée f —dt.
o (1421 +t)

2. On pose pour tout entier naturel n :
tn

+00 1 +oo
S A [ "
o (1+£2)(1+¢7) 0o (A+t)A+t7)

On admet la convergence de lintégrale I,.
(a) Calculer I,, + ¢,
(b) Soit x un nombre réel strictement positif. Effectuer le changement

1 v 1
de variable u = n dans l'intégrale fl/x (1+£2)(1+ ") de.

3. En déduire les valeurs de I,, et de ¢/,,.

1. Soit @ un réel strictement positif.
+00

dt est-

Pour quelles valeurs de a, I'intégrale généralisée f
1 t%(1+1%)
elle convergente ?

2. On définit la suite (u,),eN* par :
. vo 1
VnelN", u, =fl 7aTD det
(a) Prouver que

VnelN*, u,+upi1=

S|

(b) Calculer u; en remarquant que pour tout réel ¢t =1,

1 1 1
t+t) ¢t 1+t

(¢) En déduire usg et ug.

3. (a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

(b) Etablir que pour tout entier n = 2,
1
—<2up, < ——
n "“n-1

(¢) En déduire un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oo.

1. Justifier, pour tout réel x > 0, la convergence de 'intégrale

+o00 e—t
J(x) = f —dt
x t
2. Soit x > 0.
(a) Montrer, par une intégration par parties, que
e —X

—x 1
—(1——)<J(x)se—
X X X

(b) En déduire un équivalent simple de J(x) lorsque x tend vers +oo.
x ot

3. (a) Vérifier que pour tout réel x >0, J(x)= —f eT dt+J(1)
1

(b) Prouver que J est de classe € sur R** et calculer J'(x).

(c) En déduire les variations de  sur R**.
Préciser la limite de ¢/ en zéro.
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2 Corrigés

m 1. Soit » un entier naturel.

n

——————— est continue et positive
1+ 2)(1+tm) P

La fonction rationnelle f,, : t —

sur l'intervalle fermé [0, +oo[.

— Premieére méthode.
1 "

<= = <1
. ) 1+¢7 1+¢7
Cette derniere inégalité étant encore vraie pour ¢ = 0.

tn 1
On en déduit que VteR*, 0< <
whan A+ 21+  1+£2

t>0=2t">0=1+t">t">0=

Or pour tout réel positif

* 1 x b4
x, dt = [arctant|; =arctanx — —
0o 1+¢2 (x—+00) 2

+00
Donc l'intégrale généralisée f i dt est convergente.
0 +00 tn
Ainsi, d’apres le critere de comparaison, f _
o (1+£2)(1+1tn)

— Deuxiéme méthode. Dans le cas ou n =0, fo(f) = —— et
21 +12)
X 1 T +00
f fo(t)dt = —arctanx — = donc fo(t)d¢ converge.
0 2 (x—+00) 4 0

t" t"
Supposonsn=1. Alors —————— ~ ————=—
(L+2)(1 +87) (t—+o00) t2 x £ 2
+00
Or l'intégrale de Riemann o) dt est convergente car a =2, a > 1.

1
Donc, d’apres le critere d’équivalence, I'intégrale généralisée

+o00o tn +oo tn
———dt¢ . Enfi —————dt est d
fl TESEYD) converge. En nfo PSR est de
+o00o tn
méme nature que —dt.
1+£2)1+¢t7)

— On aurait pu également appliquer le critére de Riemann en montrant

wepourne N*, 2,0t ~ — —
quep f"()(t—»+oo)\/i(t—»+oo)

+0o 1 +oo tn
2. In+dy= T oaam ¥ a=arm
@ Intdn fo (+ )1+ :fo (1+)(L+t")
1

:/v+oo .
0 1+2)1+t7)  (L+2)(1+¢t)

oo 1 4yn oo ] 7
:f —dt:f 1 g
o (A+2)(1+) o 1+¢2 2

dt par linéarité de I'intégrale

dt convergd.

d’apres la question précédente.

1
(b) Soit x > 0. On effectue le changement de variable u = n dans l'inté-

x 1
1 —_—dt.
grate fl/x 1+ 2)(1+t")

1 1 1
u=—-—t=—=dt=——du
t u u?

1
La fonction ¢ — n étant de classe €' sur R*™, on obtient :

x 1 1/x 1 1
et | e
vx (1+82)(1+1t7) x (1+L2)(1+A) u?

1/x 1 1/x
=—] —— 4 =—f d
fx @)1+ L) e @radur(ae L)

1/x u” X u
:—f —du:f ——du
 (1+u?)@"+1) vx (L+u?)(1+um)

3. On vient de voir que

VxeR™™ fx ;dt—fx Ldt
T @A+t S 20+t

En faisant tendre x vers +oo dans cette égalité et en utilisant I’existence

1
de I, et de J,, et le fait que — — 0, on obtient :

X (x—+00)

+00 1 +00 tn
fo (1+£2)(1 + ") dt ‘fo (1+£2)(1 + ") dt

c’est-a-dire I, =,

Finalement | I,, = J, =

On rappelle que I, +J, = g %
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3.

1. Soit @ un réel strictement positif.

La fonction f : ¢ — P est continue et positive sur [1,+oo[.

Le probléeme se pose donc en +oo seulement.

1 1
f@® —=

(t—+o0) t¥¢  pa+l

+00
Or l'intégrale de Riemann f prsy d¢ converge si, et seulement si, a +
1

1>1 cest-a-dire a > 0.

+00 1
Donc l'intégrale généralisée f ——— dt est convergente ssi a >0
1 t*(1+?)

(a) Soit n e IN*, n fixé.

+00 1 +00 1
tupn= | o+ [ ———
Un T lnl fl (1 +1) fl (1 1 £)

[ (et )
"L @+t i1 +1)

+00 t+1 +oo 1 ] x 1
_]; (tn+1(1+t))dt_j; tn+1dt_xEIPoo ] g+l dt

x . (—1 1) 1
= lim +—|==

1 *—+oo\nx™ n

par linéarité

nitnt

= lim
X—+00

Ainsi VneIN*,

(b) Soit x un réel supérieur a 1.

[1 mdt—le‘ (;—1—_”) dtx— [lnt—ln(1+t)]1
= [—ln(ﬂ) _ln(1+l)
t t

:—1n(1+1)+1n2 — In2.
x

(x—+00)

(c) En utilisant 2.(a) avec n =1 puis n = 2, on obtient :
e uj+ug=1 dou wug=1-In2.
e ug+ug=12 dou u3=12-(1-1n2)=1In(2)-1/2.

1

1

Donc

(a) Soit n € IN*. Par linéarité,

(b)

(c)

~un= [ (s~ wmara) = ()
Un=Unil= | \pa+n la+0) " L\ ia+p

(1 +¢)
sur I'intervalle [1, +oo[.

+00
Par conséquent [ (
1

Up ZUp+tl.

Or la fonction ¢+— est continue, intégrable et positive
t—1

——— |dt =0 ce qui revient a dire que
(1 +¢) 4 d

La suite (u,) est donc décroissante.

Soit n un entier, n = 2. Puisque la suite (u,) est décroissante,
Upt1SUp<uUp-1 dou up+tupy1<2up<up_1+up

1
Or, d’apres I’égalité obtenue en 2.(a), u, +u,+1=— et
n

1
un_1+un=m.
s 1
On en déduit que : —<2up, < ——
n n—-1
. n
Pour tout entier n =2, 1<2nu,< 1
n—
n n
Or lim ——= lim —=1.
n—+oop—1 n—+oop

Donc, d’apres le théoréeme «des gendarmes», lin+1 2nu, =1
n—+oo

ce qui revient a dire que

1

" (nﬂ:oo) 2n
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w
g

400 -1t
J(x) = f ¢ _at
X t

-t
e
1. Soit x > 0 donné. La fonction ¢ : ¢ — - est définie, continue et positive

sur [x,+ool.

Par ailleurs t2p(t)=te™® — 0.
(t—+00)
+00 ot
Il s’ensuit que l'intégrale généralisée f - dt converge.
X
+o00 eft

1
En revanche (p(t)( "0t et I'intégrale - d¢ diverge. A fortiori, on
¢

—

0
ne peut pas prendre x < 0 et J est définie uniquement sur I'intervalle

ouvert ]0, +ool.

2. Soit x> 0.
(a) On obtient par une intégration par parties sur un segment [x,y] <
[x,+oc0l :
yet e t]” [ve e eV (vel
f —dt=|-——| - —dt:————f —-dt
c t ], Jx 2 x 12

D’oui, en passant a la limite lorsque y — +oo,

+00 o=t —x +00 ot
J(x)=f e—dt:e——f £ ar

+00 e—t e—x

Or f t—2dt>0 donc J(x) < —

x X

et et

De plus Vitelx,+ool, t_2 < x_2
+00 -t +00 o=t +00

don gt [ ar= [T etar

x t2 x x2 x2 x

. . +oo e_t ]_ _ . e—x 1 _
Ainsi —f —dt=—-—e *  puis Jx)=—-—e x
x t x x X

—X 1 —X
Finalement ¢ (1 - —) <dJ(x) < ¢
x x x

(b) En utilisant I’encadrement précédent et le théoréeme des gendarmes,

J@)

x—1>I-Poo (ﬂ)
x

1

(a)

(b)

(c)

e*x

ce qui signifie que |J(x) ~ —
(x—+00) X

On se fixe un réel x > 0. En distinguant lescas 0 <x<letx =1, on
obtient par la relation de Chasles :

+00 1 +00
f o) dt = f oD dt + f o) dt
x x 1

x gt
ce qui revient a dire que J(x)= —f - dt+J(1)
1
La fonction ¢ étant continue sur 'intervalle R** qui contient 1, la

x eft
fonction x — f - dt est Punique primitive sur R** de la fonction
1

@, primitive qui s’annule en 1.

x e—t
Autrement dit, la fonction x — f - dt est dérivable sur R** | de
1

dérivée ¢ et s’annule en 1.
Donc la fonction o est dérivable sur R** et J' = —¢.

Comme la fonction ¢ est infiniment dérivable sur R** |, 1a fonction
J est de classe € sur R** et

—X
V>0, J(x)=-——r
X

Vx>0, J'(x)<0.Doncla fonction o est strictement décroissante
sur lintervalle R** .
De plus en fixant d’abord un réel x €]0, 1], nous avons
et ol 1ot 171
vielx,1]— = — dou f —dt;f ~dt=-ellnx
t t x U x U
1ot
Or on a vu que J(x) =f Tdt+J(1)
X
Donc pour tout réel x €]0, 1], J(x) = —e lnx+J(1)

De plus 1i%l —e llnx+J(1)=+oco. Ainsi lirg J(x) =400
x—0% x—0*
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Déterminants

2. Calculons le déterminant de M.

0 O 1

1 E , det(M) = 1 2-2z z-1|=(-1Dx 1 1 ‘:z—l
nonce Ci1<=Ci-C3 |0 2-1 1
Cy—Cy—-Cjs
m Les cinq questions suivantes sont indépendantes.
0 x O Donc M est inversible ssi det(M) # 0 c’est-a-dire
1. Soit x un nombre réel. On considere la matrice M(x) = ? z i 3. Puisque N3 =_ Is, det( N®) = det(— Is).
ls)i](;‘;eermlner les nombres réels x pour lesquels la matrice M(x) est inver- Or det(N3) = det(N)® et  det(~I3) = (—1) det(I3) = —1.
tod D'ott det(N)® = -1
2. PourzeC,onpose M=|z 1 z-1]|eM3(0). ol det(N)” =—1.
1 2 1 Ainsi le réel det(N) est solution dans R de ’équation
Pour quelles valeurs de z la matrice M est-elle inversible ? 3 _
x°=-1 << x=-1.
3. Soit N € M3(R) une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels telle que
N3 =-1I;. Ainsi | det(N)=-1
?
Que vaut det(N) ? a c CC oo a e 0 . a ¢ 0
a c c 4. det(A)=|c a b2 % a b-a/™ T @-b)lc a -1
4. Onpose A=|c a b|eM3R). c b a b a-b c b 1
Calcul befa"ld"dl ice A Lo Ly @ ¢ 0 a ¢ 0
alculer sous forme factorisée le déterminant de la matrice A. 2—La+L3 (@a-b)|2¢c a+b 0|=(a=b)|2c a+b 0 |=(a—b)x1 za c 5
5. Existe-t-il une matrice carrée A € M3(R) telle que A’=—]37? c b 1 ¢ b ¢ at
=(a-b)(ala+b)—2cc) = (a - b)(a® +ab —2c?)
5. Non, sinon on aurait
det(A?) = det(-1I5)
dou (det(A))® = (~1)% det(I3) = -1
. . ce qui est impossible car det(A) e R et (det(A))2 =0.
2 Corrigé
m 1. Calculons le déterminant de M(x) en développant par rapport a la
premiere ligne.
det(M(x)) =13 =« 2|=-x =—x(3x—-2)
1 «x
1 6 «x
2
Donc M(x) e GL3(R) <— det(M(x)) Z0 <= x#0etx # 3
page 7 UTBM
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Séries numériques

1 Enoncés

) rinai 202

e—u
1. (a) Déterminer lim u%? (—)
u—-+oo Vu
+00 AU
——du est convergente.

o Vu

(b) Démontrer que I'intégrale généralisée

2. On se fixe un réel x strictement positif.
—nx

Montrer que la série Z est convergente.

n=1 n
+oo0 o—kx
3. Pour tout réel x strictement positif, on pose S(x) = Z
=1 VE
Montrer que la fonction S est décroissante sur I'intervalle ouvert 10, +ool.
—xt
4. On se fixe un réel x > 0. On admet que la fonction f:t+— est

+00 o—Xt

décroissante sur [1, +oo[ et que I'intégrale f dt converge.
1

+00 o—Xt

Vit

+00 o—Xt

dtsS(x)se"%f dt
Vi 1

(a) Démontrer que f
1

(b) En déduire par un changement de variable, que

Les six questions sont indépendantes

+00 1

. Combien vaut la somme suivante : Z —_—  ?

i k12k

Soit Zun une série a termes réels positifs. Quelle condition est suffi-
sante pour garantir la convergence de cette série ?

1
(@ up<—

) u? < (©) Vi, < % (d) e“r <=

S
S|

. Pour laquelle des séries suivantes sait-on facilement calculer la somme ?

="
) Z 3n+1

® Y

1
(a) ZF

nn+1)

. Pour laquelle des séries suivantes, la regle de D’Alembert permet-elle de

justifier la convergence ?

sinn

© > —

1 n 1
() ann—(n)Z (b) Zz—n (G)) Zﬁ

. Soit @ € R**. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour

soit convergente.

L. L sinh(
que la série de terme général

1 +00 o~ U +00 o~ U B J : . .
\/_ eT du<SG) <e™+ f e_ du 6. Parmi les 4 séries suivantes, une seule est divergente. Indiquer laquelle.
lnn (- 2)” n+1
+oo gt (a) Z b Y — © > @y on
5. On admet que 7 du = v7. En utilisant 'encadrement précédent, n>1 n>2
0
déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x tend vers 0.
+00
6. (a) Prouver que pour tout réel x>0, e ™ <S(x)< ) (efx)k
k=1
(b) En déduire un équivalent simple de S(x) lorsque x — +o0o
page 8 UTBM
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m On note E 'ensemble des suites réelles (u,),c+ telles que la série de
terme général n? u% converge.
1
1. Montrer que la suite (w,),en+ définie par w, = — appartient a E.
n

2. Montrer que, si u et v sont deux suites de E, alors la série de terme
général nu,v, estabsolument convergente.

3. En déduire que E est un R-espace vectoriel.

—1)k
m Final 2013 . La série alternée ) _ ; A +)1 est semi-convergente.
—1)
On appelle «reste d’ordre n» de la série Z ; 7 +)1, le nombre réel
+00 (_1)k
R, =
b1 2k +1

L'objectif de cet exercice est d’obtenir un équivalent de R,,, reste d’'une série
alternée convergente.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

(_1)n+1 +00 1 1
n= =) D ( - )
2n+3 L5 2k+1 2k+3
2. dJustifier que, pour tout entier naturel n,
2

+00 1 1
y (—1>k( - ) <
honel 2kR+1 2k +3 (2n+3)(2n +5)

3. Déterminer un équivalent simple de R, lorsque n tend vers +oo.

2 Corrigés

B . @vuso o2 )oyer- L
. (@ Yu>0, u \/__ue_i

u (<)
eu
Or par croissance comparée liIP — = +o00.
u—+oo y

. s ")+
Donc ul_lHloou (ﬁ)—O

e—u
(b) La fonction g:u+— —— est continue et positive sur l'intervalle
u

ouvert ]0, +oo[ avec 1in(r)1+g(u)= +00.
u—

+00 o=l
Donc l'intégrale f T du est doublement généralisée : en +oco
0 u

et en zéro.
— Etude en +oco.

On a vu a la question précédente que liI_P u®?
u—+oo

g(u)=0.
Comme 3/2 > 1, le critére de Riemann permet de conclure que

+00
lintégrale généralisée f g(u)du est convergente.
1

— Etudeen0. lime*=e"=1 d’ou u) ~ —
- u—0 8( )(u—»0+) N
1
Or l'intégrale de Riemann f =T du converge car
o u

a=12<1
Donc d’apres le critére d’équivalence, I'intégrale généralisée
1
f g(u)du est convergente.
0

+00 AU

Par conséquent l'intégrale généralisée f ——du est conver-

0 u
gente.
e—nx
2. On se fixe un réel x strictement positif. VneIN*,|0< <(e™)
n
car nzl=—=<1 et e ™ =(")">0.
vn

Or la série géométrique ) (e™*)" est convergente
car x>0=0<e*<1

e—nx

Donc d’apres le critére de comparaison, la série Z
n=1 n

est convergente.

3. Soient a et b deux réels tels que 0 <a <b.
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Alors VEeIN* e h2 > k0,
n ,—ka n e—kb

Donc VneIN*, =)y —.
LVE TSV

=1 VE
En faisant tendre n vers +oo, on obtient que S(a)=S(b)
+oo o—kx e ¥t
4. On se fixex>0. On pose S(x)= et f(t)=
£ -

(a) — Soit £ € IN*. La fonction f est décroissante sur [%, & + 1].
Dou Vtelk,k+1], f(¢)<f(k). En intégrant membre & membre
cette inégalité sur [k, k + 1] (f étant continue sur [k, k2 +1]), on

obtient
k+1 k+1

rae< | fae
k
k+1 k+1
avec f F(R)dt = f(R) f dt = F(RY(E+1)— k) = F(R).
k k

k+1

f@®de < f(&).

— Soit £ € IN tel que £ = 2. La fonction f est décroissante sur
[k—1,k].
D'ou Viel[k—1,Ek] f(k)<f(t). En intégrant membre & membre

k k
cette inégalité sur [k —1, k], on obtient : f fR)dt < f f@)dt
k-1 k-1

Donec

k k
avec f f(R)dt = f(k). Donc f(k)sf f(@)dt.
k-1 k-1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
En sommant les inégalités prouvées précédemment, il vient :

n k+1

n n k
Y rwas Zf(k) et Y 0=y [ fwa
k=2 k=2Jk-1

Or, d’apres la relation de Chasles relative aux intégrales,

n

k+1 n+1 n k n
> f(t)dtzf f@dt et Z[ f(t)dtzf f@de
r=17% 1 r=2Jk-1 1

On en déduit que

n+1l n n
f fpde< Y f(k)sf(1)+f Fodt
1 k=1 1

Nous venons de redémontrer le théoréme «lien séries-intégrales».
Llencadrement précédent est valable pour tout entier n = 2.

+o0o

De plus, on a admis que I'intégrale f(t)dt était convergente.

Par passage a la limite dans les inégalités, on obtient :
n+1

lim f@®dt< lim_ Zf(k)<f(1)+ lim / " Fodt
1 n—+oo J1

n—+

+00
Cest-a-dire f £(t)dt < Z k)< f(1)+ f fpdt
1 \7;-;

Vi S(x)

(b) Soit A un réel supérieur a 1. On proceéde a un changement de
—xt

e u
i dt en posant . Alors ¢t = —
x

A
variable dans I'intégrale f
1

1
et dt = —du.
x

La fonction ¢ — x¢ étant de classe € sur [1, A] & valeurs dans
[x,x Al

il vient fAef d e 1yt foefud
il vi : = Zdu=— 2 _du
1 Vi x  Vulx X Ve Vu

En faisant tendre A vers +oo, x A — +o0o. Or on sait que les inté-
+00 o—X1t +00 AU

grales généralisées f dt et du convergent.

1 Vi 1 Vu

400 e—xt +00 e—u
Donc f f —du
1 t T Vx Vu

1 +00 U +00 o~ U
Ainsi —[ dusSx)<se ™ +— —du
Vel Vu Vel Vu
5. D’apres 'encadrement précédent,
+00 o=l +00 o=l
Vx>0, [ —du<\/_S(x)<\/_e —du
x  Vu
\/_ " \/_ 0 +00 U +00 o~ U \/_
Or lim vxe *=v0e =1 et lim —du = —du=vm.
x—0+ x—0* Jy Vu 0 Vu

Donc d’apres le théoreme des gendarmes,

liné+ VxS(x)=vn

Skx) ~ \/i
(x—0%) V x

ce qui revient a dire que
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3
4
5

o

o

o

>

o

[}

2

E

o

T

c

O

=

_9.

=

e
[\

. YEelN*,

. (a) converge avec le critere de Riemann car

1
Z o 2k Z — avec x = 3 On reconnait la série exponentielle et

on sait que
+00 1

1
Z0 piok ST ve

. Pour que la série a termes réels positifs Z u, soit convergente, il suffit

que
1

1
car la série de Riemann Z — converge.
n? n2

1
VnelN*, Vu, <—
n

VnelN*, u, <

11 suffit donc que

1 (k+D-k_1 1
kE+1)  Rk(k+1) k k+1

n

)3

s k(E+1)
culer facilement la limite lorsque n tend vers +oo.

apparait comme une somme «téléscopique» dont on sait cal-

. La regle de D’Alembert permet de justifier la convergence de la série

n
2_71'
. Soit @ € R**. Pour tout entier naturel n,
. e —e™ sinh(n)
sinh(n)=— e
inh(n) 2 a”
e” sinh(n e’ ela)”
Donc sinh(n) ~ — et (n) ~ = (e/a)

(n—+oo 2 a®  (n—+oo 2a" 2

smh(n)

Or les séries Z et Z( ) sont de méme nature

. . n .le
et la série geometrlque Z (—) converge ssi |—‘ <1.
a a

sinh(n)

Ainsi la série de terme général est convergente si, et seulement

. € T
si, — <1cest-a-direa>e.
a

lim 2327 g
n—+oo

(c) converge car il s’agit d’'une série exponentielle.
(d) converge d’apres le critere de d’Alembert.

. Par identité remarquable, on a

1. Onan? w2

1

—5,et la série de Riemann Z — est convergente,
n

ce qui prouve que (w,) appartient a E.

: (lunl=v2)* >0

—2lupllva =0
2,2
m_ et on en déduit aisément que la série de terme

sos 22
d’ou uj, +v;,

Donc |u,v,] <
général n?lu nUn| est convergente.
x E est une partie non vide de espace vectoriel RN des suites réelles.
* Soit u et v deux suites de E et A un réel. On a :

nz(un + /11),1)2 = n2u% + Aznzv,% + 2/1n2unvn
On termine avec la question précédente.
Conclusion : E est un R-espace vectoriel.
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H m 1. Soit n un entier naturel fixé.

'g' -1 n+1 -1 n+1 +00 _1k 00 (_1)P
f': 2Rn_( ) :Rn+(Rn_( ) ): (-1) + Z )
2 2n+3 2n+3 pems12k+1 S o2p+1

+00 (_1)k +00 (_1)k+1_ +00 (—l)k +00 (_l)k

(k:pfl)k —~12k+1 > 2k+3 S, 2k+1 L5 2R+3

11 2
2k+1 2k+3 (2k+1)(2k+3)

2. Posons VReIN, up=

Alors la suite (u3)rey est positive, décroissante et de limite nulle en +oo.
D’apres le critere spécial des séries alternées, on peut majorer le
reste d’ordre n de la série Z(—l)k up :

+00
Y (~DFuy

k=n+1

VnG]N, S Up+1

ce qui revient a dire que

oo 1 1 2
Y (=D - <
P 2k+1 2k+3

VneN <
neR @n+3)2n+5)

3. Il est clair que

2 1
(21 +3)2n+5) (ot00) (Zn +3
On déduit de 2. que

B TN e
Bl 2k+1 2k+3)(m—+c0) \2n+3

On obtient alors d’apres 1. :

( 1)n+1 +00 k( 1 )
2R -
"o k%l( U \2e+1 " 2543
B (_1)n+1 1 )
(ntoo) 2n+3  \2n+3
(_1)n+1

(n—+o0) 2n+3

Finalement

R,

1 (_1)n+1
(n—+o00) 2 2n+3

Puis

R

" (n—+00)

(_1)n+1
4n
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Diagonalisation

1 Enoncés

Final 2020.
On note M3(R) le R—espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a
coefficients réels.
Pour toute matrice carrée A € Mi3(R), on définit 'ensemble suivant :

FA)={MeM3R) | AM=M }

1. Montrer que F'(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

3 -2 -1
2. Pour la suite de ’exercice, on considére la matrice A = (1 0 —1).
2 -2 0

(a) Calculer sous forme factorisée le polynéme caractéristique de A.
Justifier que A est diagonalisable dans 9i3(R).
(b) Déterminer les sous-espaces propres de A.

(¢) En déduire une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux
sont dans l'ordre croissant, et une matrice inversible P, telles que
A=PDP!. On ne calculera pas P~

3. Soit M € M3(R), on pose N =P~ ' M.
(a) Montrer que : M e F(A) < N € F(D).

a b ¢ 0 0 O
(b) Montrerque :N=|d e f|eFD)< N=|d e f|.
g h i 0 0 O

(¢) En déduire la dimension de F'(A).

Final 2019 .

Soit £ un nombre réel fixé tel que £ # —1. On pose

k 0
A:((k+1)2 _JEEIRQ(R)

1. Donner le polynéme caractéristique y(X) de la matrice A.
Justifier que A est diagonalisable.

2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.

3. Donner une matrice diagonale D € IM3(R) et une matrice inversible

P eGLy(R) telles que A=PDP !,

4. En déduire les quatre coefficients de la matrice A" pour n € IN.

Final 2018 .

Soient a, b, ¢ trois réels tous non nuls. On considére la matrice M carrée

d’ordre 3 suivante :

1 a/b alc
M=|bla 1 bl
cla ¢c/b 1

1. (a) Calculer M? et donner le nombre réel % tel que M2 =k M.

(b) En déduire un polynéme annulateur de M.
Quelles sont les éventuelles valeurs propres de M ?

2. Déterminer le rang de M. En déduire une valeur propre de M.
3. On admet que M a deux valeurs propres distinctes.
(a) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de M.
(b) La matrice M est-elle diagonalisable ?
4. On pose :
a a a 3 0 0 l/a 1/b 1/c
P=|b -b O D=]|0 0 O Q=|la -2/b 1/
c 0 -c 0 0 O l/a 1/b =2/c

(a) Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner P!

(b) Diagonaliser la matrice M en I’exprimant en fonction de P, D et @.
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P2 Final 2021.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Pour toute matrice carrée M = (m; j)1<; j<n de IM,(R), on appelle «trace de

M», notée Tr(M), le nombre réel défini par :

n
Tr(M) = Z mi; (somme des coefficients diagnoaux de M)
i=1

On consideére I'application f : 9, (R) — 91, (R) définie par :
VMeM,(R), f(M)=Tr(M)I,+M

1. Vérifier que f est un endomorphisme de 91, (RR).
2. On note T :901,,(R) — R T'application définie par : T'(M) = Tr(M).

2 Corrigés

F(A)={MeM3(R) | AM=M }

1. — O3eM3(R) et AO3 =03 donc O3 € F(A).

2.

Montrer que le rang de T est égal & 1. En déduire la dimension de Ker(T').

3. On suppose dans cette question uniquement, que n = 2.

On rappelle que la base canonique de Mo(R) est Z=(E1,Eq,E3,Ey)

avec :
10 01 0 0 00
O R O R P R

Déterminer la matrice A de f relativement a la base 4.
Calculer le déterminant de f.

4. On revient au cas général ou n est un entier quelconque, supérieur ou

égal a 2.

(a) Calculer f(I,). En déduire une valeur propre de f.

(b) Prouver que 1 est valeur propre de f et donner la dimension du sous-

espace propre E{(f) associé en utilisant le résultat de la question
1.(b)

nalisable.

. % Déduire des questions 4.(a) et 4.(b) que I'endomorphisme f est diago-

— Soient M et N deux matrices appartenant a F(A). Soit 1 € R.
Alors AM =M et AN =

N.

De plus AM + N est une matrice carrée d’ordre n.
Dot AAM +N)=A(AM)+AN =AM +N. Donc (AM +N) e F(A).
Ainsi F(A) est un sous-espace vectoriel de Mig(R).

Pour toute matrice carrée A € M3(IR), on définit I'ensemble suivant :

(a)
3-X -2 -1
1aX)=| 1 -X -1 Ci1—Ci1+C2+C3
2 -2 -X
-X -2 -1 Ly—Ly—L1
o Ly—L3-L
-X -2 -X 3 3 1
1 -2 -1
=-X|10 2-X 0
0 0 1-X
=-X2-X)1-X)

Donc A admet 3 valeurs propres simples distinctes qui sont 0, 1, et

2.

En particulier, A est diagonalisable.

(b) Déterminons les sous-espaces propres de A :

a

Calcul de Eg(A) =kerA :soit U = (b) eEy(A)

c

3a—2b-c
—@31 < 4q3a-—c¢
2a —2b
a=
—
a=c
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a 1
Ce qui montre que U =|a |, et donc E¢(A)=Vect||1]].
a 1
a
Calcul de E1(A) =ker(A—-1I3) :soitU=|b|€E1(A)
c
2a-2b-c =0
(A—I3)U=®3,1<:»> a-b-c =0
2a—-2b-c =0
a=b
=
c=0
a 1
Ce qui montre que U = | a |, et donc E1(A)=Vect||1]]|.
0 0
a
Calcul de E9(A) =ker(A —2I3) :soit U =|b|eE3(A)
c
a—-2b-c =0
(A—2I3)U=®3,1 ~—<{a-2b-c =0
2a-2b-2¢ =0
b=0
=
a=c
a 1
Ce qui montre que U = | 0 |, et donc Eo(A)=Vect||0]|.
a 1

(c) D’apres la formule du changement de base, on a donc A = PDP~!

ou
0 0 0 1 11
D=]0 1 O et P=|1 1 O

0 0 2 1 01

3. (a)
MecFA) < AM=M
<~ PDP'M=M
— P 'PDP'M=P M
—— S —
I3 N
<~ DN=N
<~ NeFWD)
a b ¢
(b) Soit N=|d e [ |eM3(R).
g h i
0 0 O\fa b c 0O 0 O
Alors DN=|0 1 O0f||d e f|=|d e f
0 0 2)\g h 1 2¢ 2h 2i
Ainsi

NeF(D) << DN=N < a=b=c=g=h=1i=0

(c) On consideére les matrices suivantes extraites de la base canonique
de M3(R)

0 0 0 0 0 O 0 0 O
E21= 1 0 O 5 E22= 01 0 5 E23= 0 0 1
0 0 0 0 0 O 0 0 O

D’apres la question précédente, F(D)=Vect(E21, Eg2, Eg3).

Donc (E91, E92, Eo3) est une base de F(D).

Ainsi (PEg1,PEg2, PE93) est une base de F(A).

On voit apparaitre une base de F'(A) qui contient 3 vecteurs, finale-
ment dimF(A) = 3.
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1. yaX)=det(A-X1Io)=

(k+1? —1-x|"E-XEI-X

14(X) admet deux racines distinctes : % et —1.
La matrice A admet donc pour valeurs propres —1 et 2. Comme A est
d’ordre 2 avec 2 valeurs propres distinctes, A est diagonalisable.

2. On pose U = (;) un élément de My 1(R)

kx
k+1)2%x—y

Il
|
K

. UEE_l(A)@AU:—U@{

|
|
<

(+1x=0 B
{(k+1)2x:0 <—x=0 cark+1#0
On choisit Uy = ((1)) Alors ‘ E_1(A)=Vect(U7) est de dimension 1 |.
kx = kx
. UeEk(A)@AU—kU@{ k+12%—y = hy

—k+12x=(k+1)y—=y=(+1)x cark+1#0
On choisit U = ( . Alors ‘ E;(A)=Vect(Us) est de dimension 1 ‘

1
k+1
3. On désigne par P la matrice de passage de la base canonique de g 1(R)

1
vers la base de vecteurs propres (U1,Uz). Alors P = ((1) b+ 1)

Donc, en posant D = diag(~1,%), on obtient |A=PDP™!

4. SoitneIN. A" =PD"P~! par une récurrence immédiate.

Avec D" = diag((-1)",k") et P~' = *(com P

vec diag((-1)",k") et 3ot ®) (com P)

N _ _[R+1 -1 1 (-(k+D 1
oudet(P)=-1, com (P)= _1 0 ) Donc P _( 1 0)

0 1
n _
De plus, PD" = (1 B+ 1)

(-1)" 0)_( 0 k" )
0 k)T D" G+DR
0 k" )(—(k+1) 1)

n_ nyp-1_
Enfin A%=(PDDP ‘((—1)" E+DR)\ 1 0

o &

R+ 1" -(-D") (D"

. k 0 1 a/b alc 1 |a/b alc

126 _ _ (1 ahb alc]

BD soientkeR\(-1 et 4 ((k+1)2 —1) € Mz(R) 1 @ M2=M-M=| bla 1 bl |||bla| 1 bl
E-X 0 ca c¢b 1 cla|cb 1

3c/la 3c/b 3

Donc M2 = kM avec .

(b) Nous avons M2 —3M = Os.
Donc le polynéme X2 —3X = X(X — 3) est annulateur de M.
Si A est une valeur propre de M alors A est une racine de X(X — 3).
Ainsi | les seules valeurs propres possibles pour M sont 0 et 3 |.

x

3a/b 3alc
3bla 3 3b/c|=3M

. On constate que les deux derniéres colonnes de M sont proportionnelles

a la premiére colonne qui n’est pas nulle.

En effet, la deuxiéme colonne est égale a a/b multiplié par la premieére
colonne. Et la troisiéme colonne est égale a a/c multiplié par la premiere
colonne.

Par conséquent | M est de rang 1 ‘

Comme M n’est pas inversible, ‘ zéro est une valeur propre de M |.

On peut méme préciser la dimension du sous-espace propre associé, a
savoir la dimension de E (M) = Ker(M). En effet, selon le théoréeme du
rang en version matricielle

dim(KerM) +rg(M) =ordre(M) dou dim(KerM)=3-1=2

. La matrice M admet pour valeurs propres 3 et 0.

X
(a) On pose U = (y) un élément de M3 1(RR)
z
x+alb-y+alc-z = 3x
e UeEs(M)—= MU =3U << bla-x+y+blc-z = 3y
cla-x+clb-y+z = 3z

—-2x+alb-y+alc-z=0 —2bcx+acy+abz=0
<< bla-x—-2y+blc-z=0 << bcx—-2acy+abz=0
cla-x+clb-y—2z=0 becx+acy—2abz=0

—2bcx+acy+abz=0
«=<{ 3bcx—3acy=0 Ly —Lo—-Lq
0=0 L3 —Ls+Lo+L4
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(b) La somme des dimensions des sous-espaces propres de M est égale

a a a\(lla 1/b 1/e 3 0 0
4. (a) PQ=|b -b 0 ||1l/a -2/b 1/c |=|0 3 0]|=3I3
c 0 —-cJ\l/a 1b -2/ 0 0 3

(b) On remarque que P est la matrice de passage de la base canonique

—2bcx+acy+abz=0 abz=2bcx—ac3|
< JteR;{ y=>bt
bx=ay
x=at
x=at x=at
<~ JteR;{ y=>bt <~ JteR;{ y=>bt
z=2cla-x—clby z=ct

a

On choisit U7 = (b) . Alors‘ E3(M) = Vect(U;) est de dimension 1f. 2.

c

x+a/b-y+alc-z = 0
* UEEO(M)@MU=®3,1<=>{ bla-x+y+blc-z = 0
cla-x+clb-y+z = 0
{bcx+acy+abz=0 © y oz
<1 bex+acy+abz=0 — —+=+-=0
bex+acy+abz=0 a ¢ 5

On reconnait une équation de plan vectoriel.
Donc| Eo(M) est de dimension 2 ‘Pour obtenir une base de E (M)
il suffit de choisir deux vecteurs de E (M) qui ne sont pas coli-

a a
néaires. Par exemple, en prenant U = (—b) et Us = ( 0 ), on
0 —c
voit que Usg et Us forment une famille libre.
Dot Eo(M) = Vect(Us, Us).

a 3 qui est aussi l'ordre de M. La matrice M est donc diagonalisable.

1
Donc P est inversibleet |P 1= gQ

1
D'out P(gQ) =1Is.

de Mtz 1(R) vers la base de vecteurs propres (Uy,Usz,Us). Donc, en
posant D = diag(3,0,0), on obtient

1
M=pPDP 1= §PDQ

. VM e Ma(R),

YMeM,R), fM)=Tr(M)I,+M

1. Soient M et N deux matrices appartenant a 91,,(R) et A un réel.

fAM+N)=Tr(AM+N)I,, + AM+N)=ATr(M)+Tr(N)I,+ A M+ N
=MTr(M)I, + M)+ (Tr(N) I, + N) = Af (M) + f(N)

e Im T est un sous-espace vectoriel de R et IR est un espace vectoriel réel
de dimension 1. Donc 0 < dim(Im7T') < 1.

Or ImT #{0} car T(I,,) =Tr(I,) =n.

Par conséquent dim(Im 7T') > 0 puis rg(T) = dim(Im7") = 1.

* D’apres le théoréme du rang, dim (91,(R)) = dim(Ker T') + rg(7T)
doit n® = dim(KerT)+1 donc | dim(KerT) = n2 1]
F(M)=Tr(M) I3+ M

Pour obtenir la matrice A de f relativement a la base 4, on calcule les
images par [ des matrices de %, en fonction des vecteurs de 4.

— f(El):Tr(E1)12+E1:112+E1:( O):2E1+E4

2

0 1
— f(E2)=TI‘(E2)Iz+E2=OIg+E2=®2+E2 =Es5
— f(E3)=Tr(E3)Is+E3=0I3+E3=Ej3

—_ f(E4)=TI‘(E4)12+E4=]_IQ+E4=((]; g)=E1+2E4
2 0 0 1
A o 10 0
On en déduit A =Matz(f) = 00 1 0
1 0 0 2
2 0 0 1 32 0 0 1
01 0 O 0 1 0 O
det(f)=detl)=lo 0 1 0o 5 100 0 1 0
1—C1-5C4
100 0 0 0 2
3
D’oﬁdet(f)=§x1x1x2:3

. On revient au cas général ou n est un entier quelconque, supérieur ou

égal a 2.
(@) fU)=Trd I, +I,=nl,+I,=(n+1I,.
Comme I, # O,,, on en déduit que (n + 1) est une valeur propre de f

et que le sous-espace propre associé E,,.1(f) = Ker(f —(n+ 1I,) est
de dimension supérieure ou égale a 1.
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(b) Montrer que 1 est valeur propre de f revient a trouver au moins

une matrice non nulle M € 91, (R) telle que f(M) =M.

fM)=M < Tr(M)I,+M =M < Tr(M)I, =0,
— Tr(M)=0 < MeKerT

On en déduit que 1 est une valeur propre de f et que le sous-espace

propre associé E1(f) est égal au noyau de T'.
Ainsi dim(E1(f)) = dim(KerT) = n?-1.

5. L'endomorphisme f admet au moins deux valeurs propres distinctes

1121 et /12=n+1

On sait que les sous-espaces propres E,(f) et E,(f) sont en somme di-
recte et que la somme directe E,(f)® E,(f) est un sous-espace vectoriel

de 9,(R).

Dot dim (Ej,(f)® E ,(f)) < dim(9,,(R))

Cest-a-dire dim (E,(f)) +dim (Ez,(f)) < n?

puis dim (E,(f)) < n?—dim (Ex,(f)) =n?-(n?-1)=1.

Or on a toujours dim (E,(f)) = 1. Par conséquent ‘ dim (E,(f)) =1 ‘

Puisque dim (E, (f)) + dim (E1,(f)) = (% = 1) + 1 = n? = dim(M,,(R)),

on peut conclure d’'une part que f n’admet pas d’autres valeurs propres

que 13 et A9 , et d’autre part que f est diagonalisable.
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Produit scalaire

1 Enoncés

Final 2020. Soit n € IN*. On désigne par E le R—espace vectoriel des
fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n et on définit 'application

¢ : ExE — R
1
f.e) — flf(t)g(t)dt

On note & et .# les sous-espaces vectoriels de E constitués respectivement
des fonctions polynomiales paires et impaires.

1. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
¢(g,h)=0.
3. A toute fonction f de E on associe la fonction

2. Prouver que si ge % etsi he ¥ alors

f: R — R
1
x — E(f(x)+f(—x))

(a) Vérifier que Vf€E, feP etque VfeE, (f-f)es

(b) En déduire que 'application p: f— }? est une projection orthogo-
nale sur un sous-espace vectoriel de E a préciser.

Final 2015 .

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit Ay =(e1, e2, e3)
la base canonique de R3.

On désigne par F' le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs
u=(1,1,1)etv=(123).

1. Construire une base orthonormale (e1, £9) de F'.

Compléter cette base en une base orthonormale directe %' de R3.
2. Soit p la projection orthogonale sur F'.
(a) Déterminer la matrice A de p dans la base canonique %.

(b) Calculer la distance du vecteur e; au sous-espace F'.

Final 2018 .

On se place dans l'espace vectoriel E = Ro[X] des polynomes a coefficients réels
et de degré inférieur ou égal a 2. On considere I'application ¢ définie de E x E
a valeurs dans R par :

1
V(P,Q)eEXE, ¢P,Q) = fo P'®)Q'(5)dt + P(0)Q(0)

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

2. On notera dorénavant (P | @) au lieu de ¢(P,Q).
On désigne par F = R1[X] le sous-espace vectoriel de E des polynémes
de degré inférieur ou égal a 1.
On rappelle que F est de dimension 2.
Vérifier que (1,X) est une base orthonormale de F'.

3. (a) Déterminer le projeté orthogonal du polyndme X2 sur le sous-espace
vectoriel F.

(b) En déduire la distance d(X2,F) du polyndéme X? au sous-espace
vectoriel F.

4. Trouver un troisiéme polynéme @3 tel que (1,X,Q3) soit une base ortho-
normée de E.

Ib5Y  Soit E = Ro[X]. On définit sur E x E Papplication

¢:(P,@)— P(-1DQ(-1)+ P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

. Vérifier que (E, @) est un espace euclidien.
. On pose F = Vect(X2 +1).
. Par le procédé de Gram-Schmidt, obtenir une base orthonormée de E.

. Déterminer G lorsque G = R1[X] puis la distance de X2 a G.

Déterminer F'.

W N =

1. Déterminer la matrice A € 93(R), dans la base canonique de R3,
de la projection orthogonale sur le plan & d’équation x—y+2z =0.

2. Diagonaliser cette matrice A.
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2 Corrigés

1. Soient (f,g,h)€ E et 1€ R.
— Il est évident que ¢ est symétrique car :

(g, f)= f_ll gfde = f_ll f®g@®)dt = o(f,8).
— Démontrons que ¢ est linéaire par rapport & la premiére variable :
pAf +g,h) = f_ll Af +g)(Hh(t)dt
-/ 11 AF DR+ gORD) dt
= /1/;11 f(t)h(t)dt+j;11 g(®h(t)dt

=Ao(f,h)+¢(g,h)

— Puisque Vte[-1,1], fz(t) =0etque f2 est continue (car polynomiale)
sur [—1, 1], d’apres le théoréme de positivité de l'intégrale,

1
o(f )= f FAod>o,

et donc ¢ est positive.
— Enfin supposons que ¢(f,f)=0. Alors

1
/ F2(t)de=0.
-1

Donc, comme f 2 est une fonction continue sur [-1, 1], par stricte
positivité de 'intégrale, Ve [-1,1], f 2(¢) = 0 donc la fonction f est
nulle sur [-1,1]. Le polynéme f admettant une infinité de racines,
c’est le polynéme nul.
Finalement, ¢ est bilinéaire symétrique définie positive, il s’agit bien
d’un produit scalaire sur E.

. Si g est une fonction paire et que A est une fonction impaire, alors le

produit gh est une fonction impaire. En particulier :

1
p(g,h) = f 1g(t)h(t)dtzo.

3.

(a) Soit f € E et soit x € R. Alors :
~ 1 1 -
f(=x)= 3 (f(=x)+ f(=(=x))) = 3 (F(=x) + f(x)) = f ().

On a donc bien démontré que f € &. Avec les mémes notations que
ci-dessus :

(F-F) )= %(f(x)—f(—x)).

Done :

(F =P 2)= 5 (F )= 0 = (F = F) o).

La fonction f — f est donc impaire.

(b) Soit u un vecteur quelconque de E et soit F un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E. Le projeté orthogonal pr(u) de u sur F est
caractérisé par :

vEF 1)

v=pru) <= { u-veFt (@

Ici, p est la projection orthogonale sur &2. En effet, on a prouvé la
premiére condition a la question 3.(a) et la deuxiéme condition a
la question 3.(b) puisque toute fonction impaire est orthogonale a
I'ensemble des fonctions paires (question 2.).
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Soit %y =(e1, ez, e3) la base canonique de R3.

On pose u =(1,1,1),v=(1,2,3) et F = Vect(u,v).
1. « On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
(vlgn

g
lg1ll® 3
Alors (g1,g2) est une base orthogonale de F'.

Onposegi=u=(1,1,1)et gg=v

1 1 1 1
En prenant e1=——g1 = —3(1,1,1) et eg=—— g9 = —2(—1,0, 1),

g1l V3 g2l V2

on obtient (€1, £2) comme base orthonormale du plan vectoriel F'.

1
e Posons €3 =€1 Aeg = — g1 A go. Alors €3 a pour coordonnées dans la

V6

B0

base Ay,

1
Donc €3 =—(1,-2,1) et la famille &' = (1, €9, €3) est une base ortho-

3

normale directe de R3.
2. Soit p la projection orthogonale sur F'.
(a) » lere méthode utilisant une base orthonormale de F'.
On sait d’apres le cours (thm8 - ch4) que

1 1
VxelR3,p<x):<x|el>sl+<x|52>ez=§<x|g1>g1+§<x|g2>g2

1) 1 1 11 1) ( 1 0 1) (5 1 1)
e = - —_—— =|l—-\— —=|—-|—— —_l=- - ——=
pley 81 82 63’ 6

5/6 1/3 -1/6 1 5 2 -1
Ainsi A=Matg (p)=| 113 13 13 |=-|2 2 2
-1/6 1/3 5/6 -1 2 5

« 2¢me méthode utilisant la droite vectorielle F* = Vect(es).
On désigne par pp: la projection orthogonale sur F L
On sait que R3=FeoF' dou VxeR?, «x =p(x)+ ppi(x).

6
1=v——u=v-2u=(-1,0,1).

Donc p =idRs — pp1 puis en passant aux matrices dans la base
canonique %y, A=I3—Matgy (pp.)

1
Or VxeR®, ppu(x)= (x|e3)e3 = - (x| g3) gs 01 g3 =(1,-2,1).

1
prpiler) = 583

Donc | ppi(eg) = —§g3

pFL(e3)=%g3
1(1 -9 1) 1(5 2 -1)
Ainsi A=Ts—=|-2 4 -2|==|2 2 2
6l1 —2 1 2 5

e 3éme méthode utilisant les formules de changement de base.
Posons A’ = Mat(p). Puisque p(e1) = €1, p(ea) = €2 et p(e3) =

0]R3,
1 00
A= (0 1 0)
0 0 O

On sait que A’ =P AP ou P désigne la matrice de passage de la
base canonique %, vers la base %'.

V3 -1vV2 1V 1 V2 -V3 1
P=|1/V3 0 -2V6|l=—=|vV2 o0 -2
V3 1V2 1/V6 Ve V2 V3 o1

Comme %, et %' sont des bases orthonormales de R?, la matrice P
est orthogonale : P € O3(R) et P~} =t P.

Ainsi A’=P71AP— A = PA'P!
= (PA)tP
1 V2 —V3 0
= —|v2 o oltp
Velva V3 o

Cette méthode n’est envisageable qui si l’'on dispose d’un logiciel de
calcul matriciel.
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(b) La distance du vecteur e; au sous-espace F est : égale a P(0). Or P(O)2 =0=P(0)=0. Ainsi Vt€[0,1],P(¢)=0.
Comme P est un polynome admettant une infinité de racines (au
d(e1,F)=lle1 - pler)l = H (1,_1 1) H — 1 I(1,-2,1)l = @ moins tous les réels de [0, 1]), P ne peut étre que le polynéme nul.

6 36 6 6 Finalement P = O.

‘ ¢ définit bien un produit scalaire sur E

E =Ryl X]

1. Soit P, @ et R trois polynémes de E. Soit 1 € R.
— Linéarité par rapport a la premiére variable.

2. On rappelle que (1,X) est la base canonique de F = R{[X].
1
o (1]1X) :f 0x1dt+1x0=0. Donc (1,X) est une base orthogonale
0

1
@(AP+Q,R)= f AP +Q)@®R'(t)dt + (AP +Q)0)R(0) de F
0
1 1 1
:f AP+ Q"N R'(t)dt + (AP(0) + Q(0) R(0) par linéarité de la déri- o (1| T) :j(; 0x0dt+1x1=1 et (X|X) =f0 1x1d¢+0x0=1
vatgzl)n Donc (1,X) est une base orthonormale de F'.
:f AP'(t)+Q'@)R'(t)dt + AP(0)R(0)+Q(0)R(0) 3. (a) Le projeté orthogonal du polynéme X2 sur le sous-espace vectoriel
0 Fest :
1
= f (AP'(OR' )+ Q' (WR'(t)) dt + AP(0)R(0) + Q(0)R(0) pr(X?) = <X2 |1)-1+ (X2 | X)-X
0
1 1 1
=1 f P'(OR'(t)dt+ f Q'()R'(t)dt+ A P(0)R(0)+Q(0)R(0) par linda- avec (X?|1)= fo 2tx0dt+02x1=0 et
0 0

L Jo 1 1
rite de Fintegrale. 1 (X2|X):f 2tx1dt+02xo=f otdt =[£2]; =12 -02=1
:A( f P'(t)R'(t)dt + P(0)R(0) +( f Q'(H)R'(t)dt + Q(0)R(0) 0 0

0

Ainsi (AP + @, B) = Ap(P,R) + p(O.R) Done

— Symétrie. (b) On sait que d(X?,F)=|| X% - pp(X?)| = | X* - X|
1 1 9 9
¢@Q.P) = f Q(®P'(Hdt +QO)P(0) = f P'($)Q'(t)dt + P(O)Q(0) = Or | X*-X|" = | X*|" +1X])* - 2(X* | X)
0 0 = (X% X1+ (X |X)-2(X?|X)

9(P,Q). 1 ) ) s

— Positivité. ¢(P,P) = f P'(t)*>dt + P(0)%. En tant que fonction poly- = (fo 2t x2tdt+02x0%|+1-2x1= 4]0 t2dt-1=4 [5]0 -1= 3
0
nome, la fonction ¢t — P’ ()? est continue et positive sur [0, 1]. Donc 1
e e Lo 9 9 . Donc |d(X2,F)= —
par positivité de lintégrale, f P'(t)*dt = 0. De plus P(0)* =0. Ainsi V3
0

@(P,P)=0. 4. On applique l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
— Définie positivité. On suppose que ¢(P,P)=0. On sait qu'une somme a la base canonique de E. On construit d’abord une base orthogonale

de réels positifs est nulle si, et seulement si, chacun de ses termes est (1,X,G3) de E en posant

nul.

1 G3=X?2-pp(X?=X2-X
Donc f P'®%dt=0 et P(0%=0. 3 PrX%)
0 1
Or la fonction ¢— P'(t)? est continue et positive sur lintervalle Il reste a normaliser ce vecteur en prenant @3 = mGg.
[0, 11. 3
’ 1
Donc d’apres le théoreme de positivité stricte : Vte[0, 1], P'®)?=0 Or on a vu a la question précédente que ||Gs| = ||X2 —X|| = ﬁ

Dot Vt€[0,1], P'(t)=0 puis P’ est une fonction constante sur [0, 1],
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. Soit P € E. Le plus simple ici est de poser P =aX 24bX +c et de résoudre

. On part comme toujours de la base canonique %, = (1, X, X2). Pour plus

Q3= \/E(XQ—X)

(1,X,Q3) est bien une base orthonormée de E.

Donc

1. Montrons que ¢ est un produit scalaire sur E.
Soient P, @ et R trois polynomes de E. Soit 1 € R

9(AP +R,Q)

= (AP +R)(-1)Q(-1)+ (AP + R)(0)Q(0) + (AP + R)(1)Q(1)
=(AP(-D+R(-1))Q(-1)+(AP(0) + R(0)Q(0) + (AP (1) + R(1)Q(1)
=A(P(-DR(-1)+P(0)Q(0)+P(1Q(D) + R(-1Q(-1) + R(0)Q(0) + R(1){
=1pP,Q)+¢R,Q)

¢(@,P)=@(P,Q). Donc 'application ¢ est symétrique et bilinéaire.

¢(P,P)= P(-1)%2 + P(0)? + P(1)? est un réel positif en tant que somme de
trois réels positifs. ¢ est donc positive.

Si ¢(P,P) =0 alors P(—1)=P(0) = P(1) =0, donc P étant un polynéme de
degré au plus 2, il est nul car un polynéme de degré inférieur ou égal a 2,
ayant trois racines distinctes, est nécessairement nul.

¢ est donc définie positive.

Enfin E est R—espace vectoriel de dimension finie égale & 3 et muni d’'un
produit scalaire ¢. E est un espace euclidien.

léquation P € F+ < ¢(P,X?+1)=0.

Or p(P,X%2+1)=P(-1)((-1)? + 1)+ P(0)(0? + 1)+ P(1)(1% + 1)
=2P(-1)+P(0)+2P(1)=2a—-2b+2c+c+2a+2b+2c =4a +5c.

Les polynémes solutions sont donc de la forme
4 4 4
aX?+bX - ga =bX +al|X?- 3) Autrement dit, F+ =Vect (X,X2 - 5)

Sans surprise, cet espace est de dimension 2 puisqu’il est le supplémen-
taire d’'une droite vectorielle dans Ro[X ] qui est de dimension 3.

de simplicité, on notera (P | @) = ¢(P,Q) et la norme associée a ¢ avec

o))

les doubles barres usuelles.
Commencons par calculer | 1 |[=vV1+1+1=vV3;

1 1 1 1
uisX—<X|—>—:X——(XI]l)]l:X——(—l+0+1)=X(1es oly-
P V3l V3 3 3 poty

némes 1 et X étaient donc déja orthogonaux) ;

on enchaine avec | X [=V1+0+1=V2 ;
1 1 1
ensuite on calculeX2—§(X2 |X)X—§<X2|]l>]l=X2—§(—1+0+1)X—

1 4 1 |2
—+—+=—=4/=.
9 9 9 \/;

1 1 3 2
En conclusion, la famille | —; —X; \/j (X 2_ —) est une base ortho-
V3 V2 2 3

normale de E pour le produit scalaire ¢.

1 2
—(1+0+1)=X2%2-2;
3¢ ) 3

enfin, on normalise ce dernier polynoéme : ‘ x2-Z

. G est de dimension 2, engendré par 1 et X. On a déja fait le calcul pour

lorthogonal de G a la question précédente :

G =R1[X]=Vect(1,X) = Vect(% , %X)

2
Donc G+ est la droite engendrée par X2 — 3 Le projeté orthogonal de X2

sur G a aussi été calculé a la question précédente :

pa(X?) = %(X2 |X)X+%(X2|]1)IL=§

La distance recherchée est donc

dX%,6)= X2 -peX?)| = ' 3

o3l
3
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1. Le vecteur 7 = (1,-1,2) est normal au plan &, ce qui revient a
dire que la droite 2+ est dirigée par 7.
Comme R? est de dimension finie, nous avons : R®= 2o 2. Dou
idprs=pp+pspL
o (ulm)_,

Or on sait que Vu€R3,pLo/—>L(u)=<u| Z > =T =——=3 I
11/ 171 |7
On en déduit que
VueR3, pgz(u)zu—<u_|)n2>7{
I
Notons %, = (e1,e,e3) la base canonique de R®. ||Tz'||2 =6

—

1
poler)=e;— 5" =(5/6,1/6, -2/6)

_1 _
poles) =eg— % n =(1/6,5/6, 2/6)
2—)
po(es)=e3— "= (-2/6,2/6, 2/6)
Ainsi

1 5 1 -2
A=Mat@0(pg):g 1 5 2
-2 2 2

. On choisit une base quelconque du plan &2 : (¢1,£2) avec par exemple

£1=(1,1,0) et £2 =(0,2,1).
Alors la famille (e1,€2, 77) est une base de R? dans la laquelle la matrice
de la projection orthogonale p 4 est :

1 00
D=]0 1 0
0 0 O
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(b) On peut obtenir une solution y; indépendante de y; en la recher-

Equations différentielles chant sous Ia forme
linéaires

y2(x) = Ax) y1(x)
ou A:J — R est une fonction inconnue deux fois dérivable sur
J. En déduire, a I’aide de la fonction g vue a la question 1., une

1 Enoncés expression de la solution générale de (Eg) sur I'intervalle ]0,+ool.

université de technologie
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Y

Résoudre le probleme de Cauchy :

Final 2021.

(1+t2)y’+y = 2
y1) = 3 o [T e
1. Prouver que l'intégrale généralisée e " dt est convergente.
ou y désigne une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur R oo 0
/ . e 2 NI
et y sa fonction dérivée. On admet que f e dt= -
0
2 [T 2
2. On définit la fonction f sur R par : VxeR, f(x)=e" f et de
X
On se fixe un réel x > 0.
1. On définit la fonction g sur l'intervalle ouvert I =] -1, +oo[ par (a) Etablir la convergence et calculer la valeur de I'intégrale généralisée
+00
x ol f 2te " dt.
glx)=x f —d¢ x
o 1+t . 2 1 2
(b) Justifier que Vie[x, +ool, e ' < o (2te )
Justifier que g est dérivable sur I et calculer g'(x). 1 *
2. On considére 'équation différentielle (E1) : (1+x)y' =xy (¢) En déduire que f(x)< %
dans laquelle y désigne la fonction inconnue de la variable réelle x, définie 3. On considére 'équation différentielle linéaire (E) : §/(x) = 22 y(x) — 1

et dérivable sur l'intervalle I. On note ¢ la solution de cette équation sur
I'intervalle I,

+oo 2 \/ﬁ x 2
. (a) En remarquant que VxeRR, f e dt=— —f e " dt,
vérifiant ¢(0) = 1. x 2 Jo
. . o montrer que [ est une solution particuliére de ’équation différen-
(a) Justifier sans calcul, 'existence et 'unicité de ¢. tielle (E)

(b) Calculer explicitement ¢(x) en remarquant que

1
Veel, —— =1-
1+x 1+x

3. On consideére a présent 'équation différentielle (Eg) :

(b) Résoudre (E) en exprimant sa solution générale a I'aide de la fonc-
tion f.

(¢) Démontrer que f est la seule solution de (E) admettant pour limite
Zéro en +00.

MT3 - Automne 2022
hitp ://andre.turbergue.free.fr

A +x)y -2 +2x+2)y + (2% +2x+2)y=0

(a) Trouver une fonction affine non nulle y; solution de cette équation
(Eg).
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2 Corrigés

— Les solutions sur R de 'équation homogene (1+¢?)y’ +y =0 sont
les fonctions :

fﬁdt — ) e~ arctant

t— e e

avec A constante réelle.

— On peut choisir comme solution particuliére de (E) :
la fonction constante ¢+— 2.

— On en déduit que les solutions de ’équation différentielle (E) sont les
fonctions

(1+t2)y'+y=2

t—s 2+ Ae—arctant

ou A désigne une constante réelle.

— Soit f la solution de (E) qui vérifie la condition initiale f(1)=3.
Alors, d’apres la question précédente, il existe une constante réelle 1
telle que pour tout réel ¢, f(t) =2+ Ae” 2etant,

Or f(1)=3. Donc 2+ e @@l =94 36774 =3 Donec 1 = ™.

Ainsi | f(t)=2+exp (% —arctan t)

t t
dt. Notons f la fonction ¢+— % . Elle

X
TS 1 vxel, g(o) = f
xel, gw=x | 7

est dérivable sur R\ {—1} comme quotient de fonctions dérivables et
dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc f est continue sur I et la

¢
fonction F' : x — fo i % dt¢ est I'unique primitive de f sur I, primitive
qui s’annule en x = 0.
Autrement dit, F est dérivable sur I, F' = f et F(0)=0.
Vxel, gx)=xxF(x).

Ainsi, en tant que produit de deux fonctions dérivables sur I, g est
dérivable sur I et Vx eI, g'(x) = 1 x F(x) +x x F'(x) = F(x) + x f (x)

Nous avons donc

x gl xe”
—dt+
o 1+¢ 1+x

g'x)=

2. (E1) : (1+x)y =xy. On note ¢ la solution de cette équation sur
Pintervalle I, vérifiant ¢(0) = 1.
(a) (B) < y' = % y est une équation différentielle linéaire du
x

premier ordre, sans second membre. La fonctions x — étant

x
continue sur l'intervalle I, on sait que le probleme de Cauchy

Yy = ——y

{ 1+x
yO0) = 1

(b) On sait que la solution générale de (E1) sur I est la fonction

admet une unique solution ¢ définie sur 1.

X
x— fef T = o (- Tiz)dr - j gx-In(en) _ 3 €
1+x

avec A constante réelle.

X

Donc3IAeR; Vxel, <p(x)=/11e

.Or ¢(0)=1 Donc A =1 puis
+x

ex

Vxel,
1+x

p(x) =

3. (Eg) : x2(1+x)y" —x(x®+2x+2)y' +(x® +2x+2)y =0
(a) Si y; est une fonction affine alors yj = 0.

Donc y; est solution de (Eg)
ssi y1 est solution de —x(x? +2x+2)y' +(x% +2x+2)y =0
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(b)

()

— —xy +y=0.

On en déduit que la fonction affine est une solution

particuliere de (E9).

y1 est une solution de 'équation différentielle linéaire homogene du
second ordre a coefficients variables (E2) telle que y; ne s’annule
pas sur J =]0, +oo[. On résout (Eg) par la méthode de Lagrange. On
peut obtenir une solution y indépendante de y; en la recherchant
sous la forme

yo(x) = Mx) y1(x)

ou A:J — R est une fonction une fonction inconnue deux fois
dérivable sur J.

yo(x) = xMx)
yé(x) = Mx)+xA(x)
yo@) = 2 (x)+x7"(x)
Alors y2 est une solution de (Eg) sur J
ssi Vx>0, «x (1+x)y ! (o) — (o +2x+2)y2(x)+(x +2x+2) yo(x) =

ssi Vx>0, 221+ 2)2A (%) + x A" (%)) — x(x2 + 2x + 2)(A(x) + x A’ (x)) +
x(x? +2x+ 2)A(x) =0

ssi Vx>0, 231+ (x)+x22(1+x)— (2 +2x+2)1(x)] =0

ssi Vx>0, (1+x)A (x)—xA(x)=0

ssi la fonction A’ est une solution de 'équation différentielle (E1)

sur oJ.
X

e
On peut choisir Vx>0, A'(x) =
1+x

x et
et Vx>0, A(x)zf —dt.
o 1+¢

¢

X
On en déduit que Vx>0, yo(x) = xf £ dt = g(x).
o 1+¢

Finalement la solution générale de (Eg) sur I'intervalle ]0,+oo[ est
la fonction :

’x»—»/lx+,ug(x)‘

ou A et u désignent des constantes réelles.

—¢2

1. Lafonction ¢ :t—e™" est continue et positive sur I'intervalle fermé

[0, ool
2
2t 1
etvt>0, tfel=—=—"0r —
et (i) (t—+00)
2
eX
car lim ¢2 =0 et par croissance comparée lim — = +oo
t—+00 X—+o0 X

+00
Donc, d’apres le critére de Riemann, l'intégrale généralisée f e dt
0
est convergente.
2 [T© o
VxeR, f(x)=€" f e ! dt. On se fixe un réel x > 0.
X
(a) Soit A un réel positif tel que A > x.
A t=A
f 2te™" dt = [ ‘tz]
x t=x

-A?

_A2 _x2

=—e +e

Or lim e
A—+oc0

=0. Donc hmf 2tedt=e ™
A—+oo

Par conséquent l'intégrale généralisée f 2te " dt est conver-

X
+00
f 2te
X

Soit ¢ un réel tel que ¢=x>0. Alors 0<2x<2t. Ore”
2

aa <2te2—
X

- < % (2te’t2)

En intégrant membre & membre I'inégalité précédente, on obtient

gente et

2
Fdt=e*

(b) 5 0.

2 2
Donc 0<2xe " <2te™ puis e

On en déduit que Vte[x, +ool, e

(c)

+oo +oo |
f e dt < f
x x 2x
too ] _ 1 pteo d oa 1
avecf —(2te ¢ dt:_f 9%te t2 aprés 2.a 1. 2
x 2x

2x
+0o0 1
Donc f e i< —e,
2x

(2te_t2) dt

X
Enfin, en multipliant les deux membres de cette derniére inégalité

1
par exz, il vient : f(x)s —
2x
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3. Soit ’équation différentielle linéaire scalaire du ler ordre (E) :

(a)

(b)

(0

¥ (x)=2xy(x)-1
+00 9 0 9 +00 9
Posons VxeRR, g(x)=f et dtzf e! dt+f et ds
x x 0

+00 X X
:f et dt—f e dt= ﬁ—f @(t)dt.
0 0 2 0

Alors g est dérivable sur Ret Vx e R, g'(x) = 0— @(x) = —e_’c2
Donc la fonction [ : x — e g(x) est aussi dérivable sur Ret Vx e R,
flx) = 2xe™ g(x) +e* g'(x) = 2x f(x) + &* (—e*xz) =2 f(x) - 1.
Donc la fonction f est une solution particuliere de ’équation com-
plete (E).

(i) Les solutions sur R de I'équation homogene (H) :

y'(x) = 2x y(x) sont les fonctions x — Al 259% — 36%” oy 2 est
une constante réelle.

(i) On connait déja une solution particuliére de (E) : la fonction
f.

(iii) La solution générale de ’équation compleéte (E) est la fonction

2
x— f(x)+Ae* | ol A est une constante réelle.

+00

X

OrVteR, e_t2 > 0. Donc, par positivité de 'intégrale,
+00
VxEIR,f e_tzdt20puis VxeR, f(x)=0.
X

1 1
D'ou, d’apres 2.(c), Vx e R*™*, |0 < f(x) < — |avec lim — =0.
2x x—+00 2

Ainsi d’apres le théoréeme des gendarmes li1+n fx)=0
X—+00
et f est une solution de (E) admettant pour limite zéro en +oo.

¢ Soit A& une solution quelconque de (E). Alors il existe une constante
réelle A telle que

VxeR, hx) = f(x)+ Ae"

SiA>0alors lim A(x)=+oco.SiA<0alors lim A(x)=-co.
X—+00 xX—+00

Finalement f est la seule solution de (E) admettant pour limite
Zéro en +o0o0.
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