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MT3 TD 0 - corrigés

Applications linéaires
1 Énoncés
11

1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R3 dans R2

telle que :

f (1,0,0)= (0,1) ; f (1,1,0)= (1,0) f (1,1,1)= (1,1)

2. Calculer f (x, y, z) pour tous réels x, y et z.

3. Déterminer le noyau et l’image de f .

12 Soit f ∈L (R3) tel que f ◦ f est l’application nulle sur R3.

1. Montrer que Im f ⊂Ker f .

2. On suppose de plus que f 6= 0̃R3 .
Peut-on avoir rg( f )= 0 ? rg( f )= 3 ? rg( f )= 2 ?
En déduire le rang de f par disjonction des cas.

13 Calculer le rang de chacune des deux matrices suivantes :

A =


0 −1 2 −2
−7 −7 2 −8
0 4 −6 6
2 −2 0 −2

 , B =
1 2 −4 −2 −1

0 −2 4 2 0
1 1 −2 −1 1



2 Corrigés

11 1. Pour justifier l’existence et l’unicité d’une telle application linéaire
f , il suffit de prouver que la famille de vecteurs

(
(1,0,0) , (1,1,0) , (1,1,1)

)
est une base de R3. On pose −→ε1 = (1,0,0) ; −→ε2 = (1,1,0) et−→ε3 = (1,1,1).

Soient a, b et c des réels tels que a ·−→ε1 +b ·−−→xε2 + c ·−→ε3 =−−→
0R3

Alors a (1,0,0)+b (1,1,0)+ c (1,1,1)= (0,0,0)

D’où (a+b+ c , b+ c , c)= (0,0,0)

D’où


a+b+ c = 0

b+ c = 0
c = 0

Donc c = b = a= 0

Donc la famille (−→ε1 , −→ε2 , −→ε3) est libre.
Cette famille libre comporte 3 vecteurs dans l’espace vectoriel R3 qui est
de dimension 3. Par conséquent la famille (−→ε1 , −→ε2 , −→ε3) est une base de R3.

2. Notons (−→e1 , −→e2 , −→e3) la base canonique de R3.
Exprimons −→e1 , −→e2 , −→e3 en fonction des vecteurs −→ε1 , −→ε2 , −→ε3.

−→ε1 = −→e1−→ε2 = −→e1 +−→e2−→ε3 = (−→e1 +−→e2︸ ︷︷ ︸
−→ε2

)+−→e3
=⇒


−→e1 = −→ε1−→e2 = −→ε2 −−→ε1−→e3 = −→ε3 −−→ε2

Donc pour tout (x, y, z) ∈R3,

f (x, y, z) = f
(
x−→e1 + y−→e2 + z−→e3

)
= x f (−→e1)+ y f (−→e2)+ z f (−→e2) par linéarité de f
= x f

(−→ε1
)+ y f

(−→ε2 −−→ε1
)+ z f

(−→ε3 −−→ε2
)

= (x− y) f (−→ε1)+ (y− z) f (−→ε2)+ z f (−→ε3) par linéarité de f
= (0 , x− y)+ (y− z , 0)+ (z , z)

= (y , x− y+ z)

3. • Déterminons le noyau de f .
Soit −→u = (x, y, z) un vecteur appartenant à R3.
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−→u ∈Ker f ⇐⇒ f (−→u )=−−→
0R2

⇐⇒ (
y , x− y+ z

)= (0 , 0)

⇐⇒
{

y = 0
x− y+ z = 0

⇐⇒
{

y = 0
x+ z = 0

⇐⇒


x = t
y = 0
z = −t

(avec t ∈R)

⇐⇒ ∃ t ∈R ; −→u = t · (1,0,−1)

Ainsi Ker f = {
t · (1,0,−1) ∈R3 | t ∈R} = Vect((1,0,−1)) = Vect(e1 − e3)

est de dimension 1.

• Déterminons l’image de f .
Sachant que (−→ε1 , −→ε2 , −→ε3) est une base de R3, on peut dire que
Im f =Vect

(
f (−→ε1) , f (−→ε2) , f (−→ε3)

)
Or f (−→ε1)=−→e2 et f (−→ε2)=−→e1 et f (−→ε3)=−→e1 +−→e2

Donc Im f =Vect
(−→e2 , −→e1 , −→e1 +−→e2

)=Vect
(−→e1 , −→e2

)=R2

12 Soit f ∈L (R3) tel que f ◦ f = 0̃.

1. Soit y ∈ Im f . Alors ∃u ∈R3 ; y= f (u).
D’où f (y)= f ( f (u))= ( f ◦ f )(u)= 0̃(u)=−→

0 = (0,0,0). Donc y ∈Ker f .
Ainsi ∀ y ∈ Im f , y ∈Ker f ce qui signifie que Im f ⊂Ker f .

2. On suppose de plus que f 6= 0̃.
On sait que Im f est un sous-espace vectoriel de R3 avec dim(R3)= 3.
Donc 0É dim(Im f )É 3. On rappelle que rg( f )= dim(Im f ).
— On ne peut pas avoir rg( f )= 0 sinon f serait l’endomorphisme nul.
— Supposons rg( f )= 3. Alors, d’après la formule du rang,

dim(R3)= dim(Ker f )+rg( f ) d’où dim(Ker f )= 3−3= 0.
Or, d’après la question 1, Im f ⊂Ker f .
Donc dim(Im f )É dim(Ker f ) c’est-à-dire 3É 0 ce qui est absurde.

— Supposons rg( f )= 2. Alors, d’après la formule du rang,
dim(R3)= dim(Ker f )+rg( f ) d’où dim(Ker f )= 3−2= 1.
Or, d’après la question 1, Im f ⊂Ker f .
Donc dim(Im f )É dim(Ker f ) c’est-à-dire 2É 1 ce qui est absurde.

Ainsi le rang de f est nécessairement égal à 1 et dim(Ker f )= 2.

13 A. rg

1 2 −4 −2 −1
0 −2 4 2 0
1 1 −2 −1 1

 =
C3 ← C3 +2C2
C4 ← C4 +C2

rg

1 2 0 0 −1
0 −2 0 0 0
1 1 0 0 1



= rg

 1 2 −1
0 −2 0�� ��1 1 1

 =
C2 ← C2 −C1
C3 ← C3 −C1

rg

1 1 −2
0 −2 0
1 0 0



=
C1←→C3


�� ��-2 1 1
0

�� ��-2 0
0 0

�� ��1

= 3

B. rg


0 −1 2 −2
−7 −7 2 −8
0 4 −6 6
2 −2 0

�� ��-2

 =
C1 ← C1 +C4
C2 ← C2 −C4

rg


−2 1 2 −2
−15 1 2 −8

6 −2
�� ��-6 6

0 0 0 −2



=
C1 ← C1 +C3

C2 ← 3C2 −C3

rg


0 1 2 −2

−13 1 2 −8
0 0 −6 6
0 0 0 −2

 =
C1←C1+13C2

rg


�� ��13 1 2 −2

0
�� ��1 2 −8

0 0
�� ��-6 6

0 0 0
�� ��-2


= 4
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Intégration sur un intervalle
quelconque

1 Énoncés
24 1. Soit n un entier naturel.

Justifier la convergence de l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt.

2. On pose pour tout entier naturel n :

In =
∫ +∞

0

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt et Jn =
∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt

On admet la convergence de l’intégrale In.

(a) Calculer In + Jn

(b) Soit x un nombre réel strictement positif. Effectuer le changement

de variable u = 1
t

dans l’intégrale
∫ x

1/x

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt.

3. En déduire les valeurs de In et de Jn.

36 1. Soit α un réel strictement positif.

Pour quelles valeurs de α, l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

1
tα(1+ t)

dt est-

elle convergente ?

2. On définit la suite (un)n∈N∗ par :

∀n ∈N∗, un =
∫ +∞

1

1
tn(1+ t)

dt

(a) Prouver que

∀n ∈N∗, un +un+1 = 1
n

(b) Calculer u1 en remarquant que pour tout réel t Ê 1,

1
t(1+ t)

= 1
t
− 1

1+ t

(c) En déduire u2 et u3.

3. (a) Montrer que la suite (un) est décroissante.

(b) Établir que pour tout entier n Ê 2,

1
n
É 2un É 1

n−1

(c) En déduire un équivalent simple de un lorsque n tend vers +∞.

37 1. Justifier, pour tout réel x > 0, la convergence de l’intégrale

J(x)=
∫ +∞

x

e−t

t
dt

2. Soit x > 0.

(a) Montrer, par une intégration par parties, que

e−x

x

(
1− 1

x

)
É J(x)É e−x

x

(b) En déduire un équivalent simple de J(x) lorsque x tend vers +∞.

3. (a) Vérifier que pour tout réel x > 0, J(x)=−
∫ x

1

e−t

t
dt+ J(1)

(b) Prouver que J est de classe C ∞ sur R+∗ et calculer J′(x).

(c) En déduire les variations de J sur R+∗.
Préciser la limite de J en zéro.
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2 Corrigés

24 1. Soit n un entier naturel.

La fonction rationnelle fn : t 7−→ tn

(1+ t2)(1+ tn)
est continue et positive

sur l’intervalle fermé [0 , +∞[.
— Première méthode.

t > 0⇒ tn > 0=⇒ 1+ tn > tn > 0=⇒ 1
1+ tn < 1

tn =⇒ tn

1+ tn < 1
Cette dernière inégalité étant encore vraie pour t = 0.

On en déduit que ∀ t ∈R+, 0É tn

(1+ t2)(1+ tn)
É 1

1+ t2

Or pour tout réel positif

x,
∫ x

0

1
1+ t2 dt = [

arctan t
]x
0 = arctan x −→

(x→+∞)

π

2

Donc l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

1
1+ t2 dt est convergente.

Ainsi, d’après le critère de comparaison,
∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt converge.

— Deuxième méthode. Dans le cas où n = 0, f0(t)= 1
2(1+ t2)

et∫ x

0
f0(t)dt = 1

2
arctan x −→

(x→+∞)

π

4
donc

∫ +∞

0
f0(t)dt converge.

Supposons n Ê 1. Alors
tn

(1+ t2)(1+ tn)
∼

(t→+∞)

tn

t2 × tn = 1
t2

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

1
t2 dt est convergente car α= 2, α> 1.

Donc, d’après le critère d’équivalence, l’intégrale généralisée∫ +∞

1

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt converge. Enfin

∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt est de

même nature que
∫ +∞

1

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt.

— On aurait pu également appliquer le critère de Riemann en montrant

que pour n ∈N∗, t3/2 fn(t) ∼
(t→+∞)

1p
t

−→
(t→+∞)

0

2. (a) In + Jn =
∫ +∞

0

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt+
∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt

=
∫ +∞

0

(
1

(1+ t2)(1+ tn)
+ tn

(1+ t2)(1+ tn)

)
dt par linéarité de l’intégrale

=
∫ +∞

0

1+ tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt =

∫ +∞

0

1
1+ t2 dt = π

2
d’après la question précédente.

(b) Soit x > 0. On effectue le changement de variable u = 1
t

dans l’inté-

grale
∫ x

1/x

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt.

u = 1
t
=⇒ t = 1

u
=⇒ dt =− 1

u2 du

La fonction t 7→ 1
t

étant de classe C 1 sur R+∗, on obtient :

∫ x

1/x

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt =
∫ 1/x

x

1(
1+ 1

u2

)(
1+ 1

un
) (

− 1
u2

)
du

=−
∫ 1/x

x

1(
u2 +1

)(
1+ 1

un
) du =−

∫ 1/x

x

un(
1+u2

)
un

(
1+ 1

un
) du

=−
∫ 1/x

x

un(
1+u2

)
(un +1)

du =
∫ x

1/x

un

(1+u2)(1+un)
du

3. On vient de voir que

∀x ∈R+∗,
∫ x

1/x

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt =
∫ x

1/x

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt

En faisant tendre x vers +∞ dans cette égalité et en utilisant l’existence

de In et de Jn, et le fait que
1
x

−→
(x→+∞)

0, on obtient :

∫ +∞

0

1
(1+ t2)(1+ tn)

dt =
∫ +∞

0

tn

(1+ t2)(1+ tn)
dt

c’est-à-dire In = Jn

On rappelle que In + Jn = π

2
. Finalement In = Jn = π

4
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36 1. Soit α un réel strictement positif.

La fonction f : t 7−→ 1
tα(1+ t)

est continue et positive sur [1 ,+∞[.

Le problème se pose donc en +∞ seulement.

f (t) ∼
(t→+∞)

1
tα t

= 1
tα+1

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

1
tα+1 dt converge si, et seulement si, α+

1> 1 c’est-à-dire α> 0.

Donc l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

1
tα(1+ t)

dt est convergente ssi α> 0

2. (a) Soit n ∈N∗, n fixé.

un +un+1 =
∫ +∞

1

1
tn(1+ t)

dt+
∫ +∞

1

1
tn+1(1+ t)

dt

=
∫ +∞

1

(
1

tn(1+ t)
+ 1

tn+1(1+ t)

)
dt par linéarité

=
∫ +∞

1

(
t+1

tn+1(1+ t)

)
dt =

∫ +∞

1

1
tn+1 dt = lim

x→+∞

∫ x

1

1
tn+1 dt

= lim
x→+∞

[ −1
n tn

]x

1
= lim

x→+∞

( −1
n xn + 1

n

)
= 1

n

Ainsi ∀n ∈N∗, un +un+1 = 1
n

(b) Soit x un réel supérieur à 1.∫ x

1

1
t(1+ t)

dt =
∫ x

1

(
1
t
− 1

1+ t

)
dt = [ln t− ln(1+ t)]x

1

=
[
− ln

(
t+1

t

)]x

1
=

[
− ln

(
1+ 1

t

)]x

1

=− ln
(
1+ 1

x

)
+ ln2 −→

(x→+∞)
ln2 .

Donc u1 = ln2

(c) En utilisant 2.(a) avec n = 1 puis n = 2, on obtient :
• u1 +u2 = 1 d’où u2 = 1− ln2.
• u2 +u3 = 1/2 d’où u3 = 1/2− (1− ln2)= ln(2)−1/2.

3. (a) Soit n ∈N∗. Par linéarité,

un −un+1 =
∫ +∞

1

(
1

tn(1+ t)
− 1

tn+1(1+ t)

)
dt =

∫ +∞

1

(
t−1

tn+1(1+ t)

)
dt

Or la fonction t 7−→ t−1
tn+1(1+ t)

est continue, intégrable et positive
sur l’intervalle [1 ,+∞[.

Par conséquent
∫ +∞

1

(
t−1

tn+1(1+ t)

)
dt Ê 0 ce qui revient à dire que

un Ê un+1.
La suite (un) est donc décroissante.

(b) Soit n un entier, n Ê 2. Puisque la suite (un) est décroissante,

un+1 É un É un−1 d’où un +un+1 É 2un É un−1 +un

Or, d’après l’égalité obtenue en 2.(a), un +un+1 = 1
n

et

un−1 +un = 1
n−1

.

On en déduit que :
1
n
É 2un É 1

n−1

(c) Pour tout entier n Ê 2, 1É 2n un É n
n−1

Or lim
n−→+∞

n
n−1

= lim
n−→+∞

n
n
= 1.

Donc, d’après le théorème «des gendarmes», lim
n−→+∞2n un = 1

ce qui revient à dire que

un ∼
(n→+∞)

1
2n

page 5 UTBM
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37

J(x)=
∫ +∞

x

e−t

t
dt

1. Soit x > 0 donné. La fonction ϕ : t 7→ e−t

t
est définie, continue et positive

sur [x,+∞[.
Par ailleurs t2ϕ(t)= te−t −→

(t→+∞)
0.

Il s’ensuit que l’intégrale généralisée
∫ +∞

x

e−t

t
dt converge.

En revanche ϕ(t) ∼
(t→0)

1
t

et l’intégrale
∫ +∞

0

e−t

t
dt diverge. A fortiori, on

ne peut pas prendre x < 0 et J est définie uniquement sur l’intervalle
ouvert ]0,+∞[.

2. Soit x > 0.
(a) On obtient par une intégration par parties sur un segment [x, y]⊂

[x,+∞[ :∫ y

x

e−t

t
dt =

[
−e−t

t

]y

x
−

∫ y

x

e−t

t2 dt = e−x

x
− e−y

y
−

∫ y

x

e−t

t2 dt

D’où, en passant à la limite lorsque y→+∞,

J(x)=
∫ +∞

x

e−t

t
dt = e−x

x
−

∫ +∞

x

e−t

t2 dt

Or
∫ +∞

x

e−t

t2 dt Ê 0 donc J(x)É e−x

x

De plus ∀ t ∈ [x,+∞[,
e−t

t2 É e−t

x2

d’où
∫ +∞

x

e−t

t2 dt É
∫ +∞

x

e−t

x2 dt = 1
x2

∫ +∞

x
e−t dt

Ainsi −
∫ +∞

x

e−t

t2 dt Ê− 1
x2 e−x puis J(x)Ê e−x

x
− 1

x2 e−x

Finalement
e−x

x

(
1− 1

x

)
É J(x)É e−x

x

(b) En utilisant l’encadrement précédent et le théorème des gendarmes,

lim
x→+∞

J(x)( e−x

x
) = 1

ce qui signifie que J(x) ∼
(x→+∞)

e−x

x

3. (a) On se fixe un réel x > 0. En distinguant les cas 0< x < 1 et x Ê 1, on
obtient par la relation de Chasles :∫ +∞

x
ϕ(t)dt =

∫ 1

x
ϕ(t)dt+

∫ +∞

1
ϕ(t)dt

ce qui revient à dire que J(x)=−
∫ x

1

e−t

t
dt+ J(1)

(b) La fonction ϕ étant continue sur l’intervalle R+∗ qui contient 1, la

fonction x 7−→
∫ x

1

e−t

t
dt est l’unique primitive surR+∗ de la fonction

ϕ, primitive qui s’annule en 1.

Autrement dit, la fonction x 7−→
∫ x

1

e−t

t
dt est dérivable sur R+∗ , de

dérivée ϕ et s’annule en 1.
Donc la fonction J est dérivable sur R+∗ et J′ =−ϕ.
Comme la fonction ϕ est infiniment dérivable sur R+∗ , la fonction
J est de classe C ∞ sur R+∗ et

∀x > 0, J′(x)=−e−x

x

(c) ∀x > 0, J′(x)< 0. Donc la fonction J est strictement décroissante
sur l’intervalle R+∗ .
De plus en fixant d’abord un réel x ∈]0 , 1], nous avons

∀ t ∈ [x , 1]
e−t

t
Ê e−1

t
d’où

∫ 1

x

e−t

t
dt Ê

∫ 1

x

e−1

t
dt =−e−1 ln x

Or on a vu que J(x)=
∫ 1

x

e−t

t
dt+ J(1)

Donc pour tout réel x ∈]0 , 1], J(x)Ê−e−1 ln x+ J(1)
De plus lim

x→0+
−e−1 ln x+ J(1)=+∞. Ainsi lim

x→0+
J(x)=+∞
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Déterminants
1 Énoncé
63 Les cinq questions suivantes sont indépendantes.

1. Soit x un nombre réel. On considère la matrice M(x)=
0 x 0

3 x 2
1 6 x


Déterminer les nombres réels x pour lesquels la matrice M(x) est inver-
sible.

2. Pour z ∈C, on pose M =
1 1 1

z 1 z−1
1 z 1

 ∈M3(C).

Pour quelles valeurs de z la matrice M est-elle inversible ?

3. Soit N ∈M3(R) une matrice carrée d’ordre 3 à coefficients réels telle que
N3 =−I3.
Que vaut det(N) ?

4. On pose A =
a c c

c a b
c b a

 ∈M3(R).

Calculer sous forme factorisée le déterminant de la matrice A.

5. Existe-t-il une matrice carrée A ∈M3(R) telle que A2 =−I3 ?

2 Corrigé

63 1. Calculons le déterminant de M(x) en développant par rapport à la
première ligne.

det
(
M(x)

)=
∣∣∣∣∣∣
0 x 0
3 x 2
1 6 x

∣∣∣∣∣∣=−x
∣∣∣∣3 2
1 x

∣∣∣∣=−x(3x−2)

Donc M(x) ∈GL3(R) ⇐⇒ det
(
M(x)

) 6= 0 ⇐⇒ x 6= 0 et x 6= 2
3

2. Calculons le déterminant de M.

det(M) =
C1 ← C1 −C3
C2 ← C2 −C3

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 2− z z−1
0 z−1 1

∣∣∣∣∣∣= (−1)×
∣∣∣∣ 0 1

z−1 1

∣∣∣∣= z−1

Donc M est inversible ssi det(M) 6= 0 c’est-à-dire z 6= 1

3. Puisque N3 =−I3, det(N3)= det(−I3).

Or det(N3)= det(N)3 et det(−I3)= (−1)3 det(I3)=−1.

D’où det(N)3 =−1.
Ainsi le réel det(N) est solution dans R de l’équation

x3 =−1 ⇐⇒ x =−1.

Ainsi det(N)=−1

4. det(A)=
∣∣∣∣∣∣
a c c
c a b
c b a

∣∣∣∣∣∣ C3←C3−C2=
∣∣∣∣∣∣
a c 0
c a b−a
c b a−b

∣∣∣∣∣∣ par linéarité= (a−b)

∣∣∣∣∣∣
a c 0
c a −1
c b 1

∣∣∣∣∣∣
L2←L2+L3= (a−b)

∣∣∣∣∣∣
a c 0
2c a+b 0
c b 1

∣∣∣∣∣∣= (a−b)

∣∣∣∣∣∣
a c 0
2c a+b 0
c b

�� ��1

∣∣∣∣∣∣= (a−b)×1
∣∣∣∣ a c
2c a+b

∣∣∣∣
= (a−b) (a(a+b)−2cc)= (a−b)(a2 +ab−2c2)

5. Non, sinon on aurait
det(A2)= det(−I3)

d’où
(
det(A)

)2 = (−1)3 det(I3)=−1
ce qui est impossible car det(A) ∈R et

(
det(A)

)2 Ê 0.
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Séries numériques
1 Énoncés
92 Final 2020.

1. (a) Déterminer lim
u→+∞u3/2

(
e−u
p

u

)
(b) Démontrer que l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

e−u
p

u
du est convergente.

2. On se fixe un réel x strictement positif.

Montrer que la série
∑
nÊ1

e−n x
p

n
est convergente.

3. Pour tout réel x strictement positif, on pose S(x)=
+∞∑
k=1

e−k x
p

k
Montrer que la fonction S est décroissante sur l’intervalle ouvert ]0 , +∞[.

4. On se fixe un réel x > 0. On admet que la fonction f : t 7−→ e−x t
p

t
est

décroissante sur [1 , +∞[ et que l’intégrale
∫ +∞

1

e−x t
p

t
dt converge.

(a) Démontrer que
∫ +∞

1

e−x t
p

t
dt É S(x)É e−x +

∫ +∞

1

e−x t
p

t
dt

(b) En déduire par un changement de variable, que

1p
x

∫ +∞

x

e−u
p

u
du É S(x)É e−x + 1p

x

∫ +∞

x

e−u
p

u
du

5. On admet que
∫ +∞

0

e−u
p

u
du =p

π. En utilisant l’encadrement précédent,

déterminer un équivalent simple de S(x) lorsque x tend vers 0.

6. (a) Prouver que pour tout réel x > 0, e−x É S(x)É
+∞∑
k=1

(
e−x)k

(b) En déduire un équivalent simple de S(x) lorsque x −→+∞

93 Les six questions sont indépendantes

1. Combien vaut la somme suivante :
+∞∑
k=0

1
k!2k ?

2. Soit
∑

un une série à termes réels positifs. Quelle condition est suffi-
sante pour garantir la convergence de cette série ?

(a) un É 1
n

(b) u2
n É 1

n
(c)

p
un É 1

n
(d) eun É 1

n

3. Pour laquelle des séries suivantes sait-on facilement calculer la somme ?

(a)
∑ 1

n3 (b)
∑ 1

n(n+1)
(c)

∑ 1
n2 +1

(d)
∑ (−1)n

3n+1

4. Pour laquelle des séries suivantes, la règle de D’Alembert permet-elle de
justifier la convergence ?

(a)
∑ 1

n ln(n)2
(b)

∑ n
2n (c)

∑ sinn
n!

(d)
∑ 1

n2

5. Soit a ∈R+∗. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour

que la série de terme général
sinh(n)

an soit convergente.

6. Parmi les 4 séries suivantes, une seule est divergente. Indiquer laquelle.

(a)
∑
nÊ1

lnn
n2 (b)

∑
nÊ2

1
n lnn

(c)
∑ (−2)n

n!
(d)

∑ n+1
2n

page 8 UTBM
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94 On note E l’ensemble des suites réelles (un)n∈N∗ telles que la série de
terme général n2 u2

n converge.

1. Montrer que la suite (wn)n∈N∗ définie par wn = 1
n2 appartient à E.

2. Montrer que, si u et v sont deux suites de E, alors la série de terme
général n2 un vn est absolument convergente.

3. En déduire que E est un R-espace vectoriel.

95 Final 2013 . La série alternée
∑ (−1)k

2k+1
est semi-convergente.

On appelle «reste d’ordre n» de la série
∑ (−1)k

2k+1
, le nombre réel

Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

2k+1

L’objectif de cet exercice est d’obtenir un équivalent de Rn, reste d’une série
alternée convergente.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

2Rn − (−1)n+1

2n+3
=

+∞∑
k=n+1

(−1)k
(

1
2k+1

− 1
2k+3

)
2. Justifier que, pour tout entier naturel n,∣∣∣∣∣ +∞∑

k=n+1
(−1)k

(
1

2k+1
− 1

2k+3

)∣∣∣∣∣É 2
(2n+3)(2n+5)

3. Déterminer un équivalent simple de Rn lorsque n tend vers +∞.

2 Corrigés

92 1. (a) ∀u > 0, u3/2
(

e−u
p

u

)
= ue−u = 1( eu

u
)

Or par croissance comparée lim
u→+∞

eu

u
=+∞.

Donc lim
u→+∞u3/2

(
e−u
p

u

)
= 0+

(b) La fonction g : u 7−→ e−u
p

u
est continue et positive sur l’intervalle

ouvert ]0 , +∞[ avec lim
u→0+

g(u)=+∞.

Donc l’intégrale
∫ +∞

0

e−u
p

u
du est doublement généralisée : en +∞

et en zéro.
— Étude en +∞.

On a vu à la question précédente que lim
u→+∞u3/2 g(u)= 0.

Comme 3/2> 1, le critère de Riemann permet de conclure que

l’intégrale généralisée
∫ +∞

1
g(u)du est convergente.

— Étude en 0. lim
u→0

e−u = e0 = 1 d’où g(u) ∼
(u→0+)

1p
u

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

1
u1/2 du converge car

α= 1/2< 1
Donc d’après le critère d’équivalence, l’intégrale généralisée∫ 1

0
g(u)du est convergente.

Par conséquent l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

e−u
p

u
du est conver-

gente.

2. On se fixe un réel x strictement positif. ∀n ∈N∗, 0< e−n x
p

n
É (e−x)n

car n Ê 1=⇒ 1p
n
É 1 et e−n x = (e−x)n > 0.

Or la série géométrique
∑

(e−x)n est convergente
car x > 0=⇒ 0< e−x < 1

Donc d’après le critère de comparaison, la série
∑
nÊ1

e−n x
p

n
est convergente.

3. Soient a et b deux réels tels que 0< a É b.

page 9 UTBM
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Alors ∀k ∈N∗, e−k a Ê e−k b.

Donc ∀n ∈N∗,
n∑

k=1

e−k a
p

k
Ê

n∑
k=1

e−k b
p

k
.

En faisant tendre n vers +∞, on obtient que S(a)Ê S(b)

4. On se fixe x > 0. On pose S(x)=
+∞∑
k=1

e−k x
p

k
et f (t)= e−x t

p
t

(a) — Soit k ∈N∗. La fonction f est décroissante sur [k , k+1].
D’où ∀ t ∈ [k , k+1], f (t)É f (k). En intégrant membre à membre
cette inégalité sur [k , k+1] ( f étant continue sur [k , k+1]), on
obtient ∫ k+1

k
f (t)dt É

∫ k+1

k
f (k)dt

avec
∫ k+1

k
f (k)dt = f (k)

∫ k+1

k
dt = f (k)((k+1)−k)= f (k).

Donc
∫ k+1

k
f (t)dt É f (k).

— Soit k ∈ N tel que k Ê 2. La fonction f est décroissante sur
[k−1 , k].
D’où ∀ t ∈ [k−1 , k], f (k)É f (t). En intégrant membre à membre

cette inégalité sur [k−1 , k], on obtient :
∫ k

k−1
f (k)dt É

∫ k

k−1
f (t)dt

avec
∫ k

k−1
f (k)dt = f (k). Donc f (k)É

∫ k

k−1
f (t)dt.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.
En sommant les inégalités prouvées précédemment, il vient :

n∑
k=1

∫ k+1

k
f (t)dt É

n∑
k=1

f (k) et
n∑

k=2
f (k)É

n∑
k=2

∫ k

k−1
f (t)dt

Or, d’après la relation de Chasles relative aux intégrales,

n∑
k=1

∫ k+1

k
f (t)dt =

∫ n+1

1
f (t)dt et

n∑
k=2

∫ k

k−1
f (t)dt =

∫ n

1
f (t)dt

On en déduit que∫ n+1

1
f (t)dt É

n∑
k=1

f (k)É f (1)+
∫ n

1
f (t)dt

Nous venons de redémontrer le théorème «lien séries-intégrales».
L’encadrement précédent est valable pour tout entier n Ê 2.

De plus, on a admis que l’intégrale
∫ +∞

1
f (t)dt était convergente.

Par passage à la limite dans les inégalités, on obtient :

lim
n→+∞

∫ n+1

1
f (t)dt É lim

n→+∞
n∑

k=1
f (k)É f (1)+ lim

n→+∞

∫ n

1
f (t)dt

c’est-à-dire
∫ +∞

1
f (t)︸︷︷︸
e−x tp

t

dt É
+∞∑
k=1

f (k)︸ ︷︷ ︸
S(x)

É f (1)︸︷︷︸
e−x

+
∫ +∞

1
f (t)dt

(b) Soit A un réel supérieur à 1. On procède à un changement de

variable dans l’intégrale
∫ A

1

e−x t
p

t
dt en posant u = x t . Alors t = u

x

et dt = 1
x

du.

La fonction t 7→ x t étant de classe C 1 sur [1 , A] à valeurs dans
[x , x A],

il vient :
∫ A

1

e−x t
p

t
dt =

∫ x A

x

e−u
p

u/x

1
x

du = 1p
x

∫ x A

x

e−u
p

u
du

En faisant tendre A vers +∞, x A −→+∞. Or on sait que les inté-

grales généralisées
∫ +∞

1

e−x t
p

t
dt et

∫ +∞

1

e−u
p

u
du convergent.

Donc
∫ +∞

1

e−x t
p

t
dt = 1p

x

∫ +∞

x

e−u
p

u
du

Ainsi
1p
x

∫ +∞

x

e−u
p

u
du É S(x)É e−x + 1p

x

∫ +∞

x

e−u
p

u
du

5. D’après l’encadrement précédent,

∀x > 0,
∫ +∞

x

e−u
p

u
du Ép

x S(x)Ép
x e−x +

∫ +∞

x

e−u
p

u
du

Or lim
x→0+

p
x e−x =

p
0e0 = 1 et lim

x→0+

∫ +∞

x

e−u
p

u
du =

∫ +∞

0

e−u
p

u
du =p

π.

Donc d’après le théorème des gendarmes, lim
x−→0+

p
xS(x)=p

π

ce qui revient à dire que S(x) ∼
(x−→0+)

√
π

x

page 10 UTBM
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93 1.
∑ 1

k!2k =∑ xk

k!
avec x = 1

2
. On reconnaît la série exponentielle et

on sait que
+∞∑
k=0

1
k!2k = e

1
2 =p

e

2. Pour que la série à termes réels positifs
∑

un soit convergente, il suffit
que

∀n ∈N∗, un É 1
n2 car la série de Riemann

∑ 1
n2 converge.

Il suffit donc que ∀n ∈N∗,
p

un É 1
n

3. ∀k ∈N∗,
1

k(k+1)
= (k+1)−k

k(k+1)
= 1

k
− 1

k+1
.

n∑
k=1

1
k(k+1)

apparaît comme une somme «téléscopique» dont on sait cal-

culer facilement la limite lorsque n tend vers +∞.

4. La règle de D’Alembert permet de justifier la convergence de la série∑ n
2n .

5. Soit a ∈R+∗. Pour tout entier naturel n,

sinh(n)= en −e−n

2
et

sinh(n)
an Ê 0.

Donc sinh(n) ∼
(n→+∞

en

2
et

sinh(n)
an ∼

(n→+∞
en

2an = (e/a)n

2

Or les séries
∑ sinh(n)

an et
∑( e

a

)n
sont de même nature

et la série géométrique
∑( e

a

)n
converge ssi

∣∣∣ e
a

∣∣∣< 1.

Ainsi la série de terme général
sinh(n)

an est convergente si, et seulement

si,
e
a
< 1 c’est-à-dire a > e.

6. (a) converge avec le critère de Riemann car lim
n−→+∞n3/2 lnn

n2 = 0

(c) converge car il s’agit d’une série exponentielle.
(d) converge d’après le critère de d’Alembert.

94 1. On a n2 w2
n = 1

n2 , et la série de Riemann
∑ 1

n2 est convergente,

ce qui prouve que (wn) appartient à E.

2. Par identité remarquable, on a : (|un|− |vn)2 Ê 0
d’où u2

n +v2
n −2|un| |vn| Ê 0

Donc |un vn| É
u2

n +v2
n

2
et on en déduit aisément que la série de terme

général n2|un vn| est convergente.

3. ? E est une partie non vide de l’espace vectoriel RN des suites réelles.
? Soit u et v deux suites de E et λ un réel. On a :

n2(un +λvn)2 = n2u2
n +λ2n2v2

n +2λn2unvn

On termine avec la question précédente.
Conclusion : E est un R-espace vectoriel.
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95 1. Soit n un entier naturel fixé.

2Rn − (−1)n+1

2n+3
= Rn +

(
Rn − (−1)n+1

2n+3

)
=

+∞∑
k=n+1

(−1)k

2k+1
+

+∞∑
p=n+2

(−1)p

2p+1

=
(k=p−1)

+∞∑
k=n+1

(−1)k

2k+1
+

+∞∑
k=n+1

(−1)k+1

2k+3
=

+∞∑
k=n+1

(−1)k

2k+1
−

+∞∑
k=n+1

(−1)k

2k+3

=
+∞∑

k=n+1
(−1)k

(
1

2k+1
− 1

2k+3

)
2. Posons ∀k ∈N, uk = 1

2k+1
− 1

2k+3
= 2

(2k+1)(2k+3)

Alors la suite (uk)k∈N est positive, décroissante et de limite nulle en +∞.
D’après le critère spécial des séries alternées, on peut majorer le
reste d’ordre n de la série

∑
(−1)kuk :

∀n ∈N,

∣∣∣∣∣ +∞∑
k=n+1

(−1)kuk

∣∣∣∣∣É un+1

ce qui revient à dire que

∀n ∈N,

∣∣∣∣∣ +∞∑
k=n+1

(−1)k
(

1
2k+1

− 1
2k+3

)∣∣∣∣∣É 2
(2n+3)(2n+5)

3. Il est clair que
2

(2n+3)(2n+5)
=

(n→+∞)
o
(

1
2n+3

)
On déduit de 2. que

+∞∑
k=n+1

(−1)k
(

1
2k+1

− 1
2k+3

)
=

(n→+∞)
o
(

1
2n+3

)
On obtient alors d’après 1. :

2Rn = (−1)n+1

2n+3
+

+∞∑
k=n+1

(−1)k
(

1
2k+1

− 1
2k+3

)
=

(n→+∞)

(−1)n+1

2n+3
+ o

(
1

2n+3

)
∼

(n→+∞)

(−1)n+1

2n+3

Finalement Rn ∼
(n→+∞)

1
2

(−1)n+1

2n+3

Puis Rn ∼
(n→+∞)

(−1)n+1

4n

page 12 UTBM
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Diagonalisation
1 Énoncés
125 Final 2020.

On note M3(R) le R−espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 à
coefficients réels.
Pour toute matrice carrée A ∈M3(R), on définit l’ensemble suivant :

F(A)= {
M ∈M3(R) | AM = M

}
1. Montrer que F(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. Pour la suite de l’exercice, on considère la matrice A =
3 −2 −1

1 0 −1
2 −2 0

.

(a) Calculer sous forme factorisée le polynôme caractéristique de A.
Justifier que A est diagonalisable dans M3(R).

(b) Déterminer les sous-espaces propres de A.

(c) En déduire une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux
sont dans l’ordre croissant, et une matrice inversible P, telles que
A = PDP−1. On ne calculera pas P−1.

3. Soit M ∈M3(R), on pose N = P−1M.

(a) Montrer que : M ∈ F(A) ⇐⇒ N ∈ F(D).

(b) Montrer que : N =
a b c

d e f
g h i

 ∈ F(D) ⇐⇒ N =
0 0 0

d e f
0 0 0

.

(c) En déduire la dimension de F(A).

126 Final 2019 .
Soit k un nombre réel fixé tel que k 6= −1. On pose

A =
(

k 0
(k+1)2 −1

)
∈M2(R)

1. Donner le polynôme caractéristique χA(X ) de la matrice A.
Justifier que A est diagonalisable.

2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.

3. Donner une matrice diagonale D ∈ M2(R) et une matrice inversible
P ∈GL2(R) telles que A = P D P−1 .

4. En déduire les quatre coefficients de la matrice An pour n ∈N.

127 Final 2018 .
Soient a,b, c trois réels tous non nuls. On considère la matrice M carrée

d’ordre 3 suivante :

M =
 1 a/b a/c

b/a 1 b/c
c/a c/b 1


1. (a) Calculer M2 et donner le nombre réel k tel que M2 = k M.

(b) En déduire un polynôme annulateur de M.
Quelles sont les éventuelles valeurs propres de M ?

2. Déterminer le rang de M. En déduire une valeur propre de M.

3. On admet que M a deux valeurs propres distinctes.

(a) Déterminer une base de chaque sous-espace propre de M.

(b) La matrice M est-elle diagonalisable ?

4. On pose :

P =
a a a

b −b 0
c 0 −c

 D =
3 0 0

0 0 0
0 0 0

 Q =
1/a 1/b 1/c

1/a −2/b 1/c
1/a 1/b −2/c


(a) Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner P−1

(b) Diagonaliser la matrice M en l’exprimant en fonction de P, D et Q.
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128 Final 2021.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal à 2.
Pour toute matrice carrée M = (mi, j)1Éi, jÉn de Mn(R), on appelle «trace de

M», notée Tr(M), le nombre réel défini par :

Tr(M)=
n∑

i=1
mi,i (somme des coefficients diagnoaux de M)

On considère l’application f : Mn(R)−→Mn(R) définie par :

∀M ∈Mn(R), f (M)=Tr(M) In +M

1. Vérifier que f est un endomorphisme de Mn(R).

2. On note T :Mn(R)−→R l’application définie par : T(M)=Tr(M).
Montrer que le rang de T est égal à 1. En déduire la dimension de Ker(T).

3. On suppose dans cette question uniquement, que n = 2.
On rappelle que la base canonique de M2(R) est B = (E1 , E2 , E3 , E4)
avec :

E1 =
(
1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
Déterminer la matrice A de f relativement à la base B.
Calculer le déterminant de f .

4. On revient au cas général où n est un entier quelconque, supérieur ou
égal à 2.

(a) Calculer f (In). En déduire une valeur propre de f .

(b) Prouver que 1 est valeur propre de f et donner la dimension du sous-
espace propre E1( f ) associé en utilisant le résultat de la question
1.(b)

5. ? Déduire des questions 4.(a) et 4.(b) que l’endomorphisme f est diago-
nalisable.

2 Corrigés

125 Pour toute matrice carrée A ∈M3(R), on définit l’ensemble suivant :

F(A)= {
M ∈M3(R) | AM = M

}
1. — O3 ∈M3(R) et AO3 =O3 donc O3 ∈ F(A).

— Soient M et N deux matrices appartenant à F(A). Soit λ ∈R.
Alors AM = M et AN = N.
De plus λM+N est une matrice carrée d’ordre n.
D’où A(λM+N)=λ (AM)+ AN =λM+N. Donc

(
λM+N

) ∈ F(A).
Ainsi F(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. (a)

χA(X )=
∣∣∣∣∣∣
3− X −2 −1

1 −X −1
2 −2 −X

∣∣∣∣∣∣ C1 ← C1 +C2 +C3

=
∣∣∣∣∣∣
−X −2 −1
−X −X −1
−X −2 −X

∣∣∣∣∣∣ L2 ← L2 −L1
L3 ← L3 −L1

=−X

∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
0 2− X 0
0 0 1− X

∣∣∣∣∣∣
=−X (2− X )(1− X )

Donc A admet 3 valeurs propres simples distinctes qui sont 0, 1, et
2.
En particulier, A est diagonalisable.

(b) Déterminons les sous-espaces propres de A :

Calcul de E0(A)= ker A : soit U =
a

b
c

 ∈ E0(A)

AU =O3,1 ⇐⇒


3a−2b− c = 0
a− c = 0
2a−2b = 0

⇐⇒
{

a = b
a = c

page 14 UTBM
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Ce qui montre que U =
a

a
a

, et donc E0(A)=Vect

1
1
1

.

Calcul de E1(A)= ker(A− I3) : soit U =
a

b
c

 ∈ E1(A)

(A− I3)U =O3,1 ⇐⇒


2a−2b− c = 0
a−b− c = 0
2a−2b− c = 0

⇐⇒
{

a = b
c = 0

Ce qui montre que U =
a

a
0

, et donc E1(A)=Vect

1
1
0

.

Calcul de E2(A)= ker(A−2I3) : soit U =
a

b
c

 ∈ E2(A)

(A−2I3)U =O3,1 ⇐⇒


a−2b− c = 0
a−2b− c = 0
2a−2b−2c = 0

⇐⇒
{

b = 0
a = c

Ce qui montre que U =
a

0
a

, et donc E2(A)=Vect

1
0
1

.

(c) D’après la formule du changement de base, on a donc A = PDP−1

où

D =
0 0 0

0 1 0
0 0 2

 et P =
1 1 1

1 1 0
1 0 1



3. (a)

M ∈ F(A) ⇐⇒ AM = M

⇐⇒ PDP−1M = M

⇐⇒ P−1P︸ ︷︷ ︸
I3

D P−1M︸ ︷︷ ︸
N

= P−1M

⇐⇒ DN = N
⇐⇒ N ∈ F(D)

(b) Soit N =
a b c

d e f
g h i

 ∈M3(R).

Alors DN =
0 0 0

0 1 0
0 0 2

a b c
d e f
g h i

=
 0 0 0

d e f
2g 2h 2i


Ainsi

N ∈ F(D) ⇐⇒ DN = N ⇐⇒ a = b = c = g = h = i = 0

(c) On considère les matrices suivantes extraites de la base canonique
de M3(R)

E21 =
0 0 0

1 0 0
0 0 0

 ; E22 =
0 0 0

0 1 0
0 0 0

 ; E23 =
0 0 0

0 0 1
0 0 0


D’après la question précédente, F(D)=Vect(E21 , E22 , E23).
Donc (E21 , E22 , E23) est une base de F(D).
Ainsi (PE21 , PE22 , PE23) est une base de F(A).
On voit apparaître une base de F(A) qui contient 3 vecteurs, finale-
ment dimF(A)= 3.
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126 Soient k ∈R\{−1} et A =
(

k 0
(k+1)2 −1

)
∈M2(R)

1. χA(X )= det(A− X I2)=
∣∣∣∣ k− X 0
(k+1)2 −1− X

∣∣∣∣= (k− X )(−1− X )

χA(X ) admet deux racines distinctes : k et −1.
La matrice A admet donc pour valeurs propres −1 et k. Comme A est
d’ordre 2 avec 2 valeurs propres distinctes, A est diagonalisable.

2. On pose U =
(
x
y

)
un élément de M2,1(R)

• U ∈ E−1(A)⇐⇒ AU =−U ⇐⇒
{

kx = −x
(k+1)2x− y = −y

⇐⇒
{

(k+1)x = 0
(k+1)2x = 0

⇐⇒ x = 0 car k+1 6= 0

On choisit U1 =
(
0
1

)
. Alors E−1(A)=Vect(U1) est de dimension 1 .

• U ∈ Ek(A)⇐⇒ AU = kU ⇐⇒
{

k x = k x
(k+1)2x− y = k y

⇐⇒ (k+1)2x = (k+1)y⇐⇒ y= (k+1)x car k+1 6= 0

On choisit U2 =
(

1
k+1

)
. Alors Ek(A)=Vect(U2) est de dimension 1 .

3. On désigne par P la matrice de passage de la base canonique de M2,1(R)

vers la base de vecteurs propres (U1,U2). Alors P =
(
0 1
1 k+1

)
Donc, en posant D = diag(−1,k), on obtient A = P D P−1

4. Soit n ∈N. An = P Dn P−1 par une récurrence immédiate.

Avec Dn = diag((−1)n,kn) et P−1 = 1
det(P)

·t (com P)

où det(P)=−1 , com (P)=
(
k+1 −1
−1 0

)
. Donc P−1 =

(−(k+1) 1
1 0

)
De plus, P Dn =

(
0 1
1 k+1

)(
(−1)n 0

0 kn

)
=

(
0 kn

(−1)n (k+1)kn

)
Enfin An = (P Dn)P−1 =

(
0 kn

(−1)n (k+1)kn

)(−(k+1) 1
1 0

)

An =
(

kn 0
(k+1)(kn − (−1)n) (−1)n

)

127 1. (a) M2 = M ·M =
 1 a/b a/c

b/a 1 b/c
c/a c/b 1

 1 a/b a/c
b/a 1 b/c
c/a c/b 1


=


�� ��3 3a/b 3a/c

3b/a 3 3b/c
3c/a 3c/b 3

= 3 M

Donc M2 = k M avec
�� ��k=3 .

(b) Nous avons M2 −3 M =O3.
Donc le polynôme X2 −3 X = X (X −3) est annulateur de M.
Si λ est une valeur propre de M alors λ est une racine de X (X −3).
Ainsi les seules valeurs propres possibles pour M sont 0 et 3 .

2. On constate que les deux dernières colonnes de M sont proportionnelles
à la première colonne qui n’est pas nulle.
En effet, la deuxième colonne est égale à a/b multiplié par la première
colonne. Et la troisième colonne est égale à a/c multiplié par la première
colonne.
Par conséquent M est de rang 1 .

Comme M n’est pas inversible, zéro est une valeur propre de M .

On peut même préciser la dimension du sous-espace propre associé, à
savoir la dimension de E0(M)=Ker(M). En effet, selon le théorème du
rang en version matricielle

dim(KerM)+rg(M)= ordre(M) d’où dim(KerM)= 3−1= 2

3. La matrice M admet pour valeurs propres 3 et 0.

(a) On pose U =
x

y
z

 un élément de M3,1(R)

• U ∈ E3(M)⇐⇒ MU = 3U ⇐⇒


x+a/b · y+a/c · z = 3x
b/a · x+ y+b/c · z = 3y
c/a · x+ c/b · y+ z = 3z

⇐⇒


−2x+a/b · y+a/c · z = 0
b/a · x−2y+b/c · z = 0
c/a · x+ c/b · y−2z = 0

⇐⇒


−2bc x+ac y+ab z = 0
bc x−2ac y+ab z = 0
bc x+ac y−2ab z = 0

⇐⇒


−2bc x+ac y+ab z = 0
3bc x−3ac y= 0 L2 ← L2 −L1
0= 0 L3 ← L3 +L2 +L1

page 16 UTBM
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⇐⇒
{ −2bc x+ac y+ab z = 0

b x = a y ⇐⇒ ∃ t ∈R ;


ab z = 2bc x−ac y
y= b t
x = a t

⇐⇒ ∃ t ∈R ;


x = a t
y= b t
z = 2c/a · x− c/b y

⇐⇒ ∃ t ∈R ;


x = a t
y= b t
z = c t

On choisit U1 =
a

b
c

 . Alors E3(M)=Vect(U1) est de dimension 1 .

• U ∈ E0(M)⇐⇒ MU =O3,1 ⇐⇒


x+a/b · y+a/c · z = 0
b/a · x+ y+b/c · z = 0
c/a · x+ c/b · y+ z = 0

⇐⇒


bc x+ac y+ab z = 0
bc x+ac y+ab z = 0
bc x+ac y+ab z = 0

⇐⇒ x
a
+ y

b
+ z

c
= 0

On reconnaît une équation de plan vectoriel.
Donc E0(M) est de dimension 2 Pour obtenir une base de E0(M),
il suffit de choisir deux vecteurs de E0(M) qui ne sont pas coli-

néaires. Par exemple, en prenant U2 =
 a
−b
0

 et U3 =
 a

0
−c

, on

voit que U2 et U3 forment une famille libre.
D’où E0(M)=Vect(U2,U3).

(b) La somme des dimensions des sous-espaces propres de M est égale
à 3 qui est aussi l’ordre de M. La matrice M est donc diagonalisable.

4. (a) PQ =
a a a

b −b 0
c 0 −c

1/a 1/b 1/c
1/a −2/b 1/c
1/a 1/b −2/c

=
3 0 0

0 3 0
0 0 3

= 3 I3

D’où P
(

1
3

Q
)
= I3. Donc P est inversible et P−1 = 1

3
Q

(b) On remarque que P est la matrice de passage de la base canonique
de M3,1(R) vers la base de vecteurs propres (U1,U2,U3). Donc, en
posant D = diag(3,0,0), on obtient

M = P D P−1 = 1
3

P D Q

128
∀M ∈Mn(R), f (M)=Tr(M) In +M

1. Soient M et N deux matrices appartenant à Mn(R) et λ un réel.

f (λM+N)=Tr(λM+N) In + (λM+N)= (λTr(M)+Tr(N)) In +λM+N
=λ

(
Tr(M) In +M

)+ (Tr(N) In +N)=λ f (M)+ f (N)
2. • ImT est un sous-espace vectoriel de R et R est un espace vectoriel réel

de dimension 1. Donc 0É dim(ImT)É 1.
Or ImT 6= {0} car T(In)=Tr(In)= n.
Par conséquent dim(ImT)> 0 puis rg(T)= dim(ImT)= 1.

• D’après le théorème du rang, dim
(
Mn(R)

)= dim(KerT)+rg(T)

d’où n2 = dim(KerT)+1 donc dim(KerT)= n2 −1
3. ∀M ∈M2(R), f (M)=Tr(M) I2 +M

Pour obtenir la matrice A de f relativement à la base B, on calcule les
images par f des matrices de B, en fonction des vecteurs de B.

— f (E1)=Tr(E1) I2 +E1 = 1 I2 +E1 =
(
2 0
0 1

)
= 2E1 +E4

— f (E2)=Tr(E2) I2 +E2 = 0 I2 +E2 =O2 +E2 = E2
— f (E3)=Tr(E3) I2 +E3 = 0 I2 +E3 = E3

— f (E4)=Tr(E4) I2 +E4 = 1 I2 +E4 =
(
1 0
0 2

)
= E1 +2E4

On en déduit A =MatB( f )=


2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 2



det( f )= det(A)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0

�� ��2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
C1←−C1− 1

2 C4

∣∣∣∣∣∣∣∣
3/2 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
D’où det( f )= 3

2
×1×1×2= 3

4. On revient au cas général où n est un entier quelconque, supérieur ou
égal à 2.

(a) f (In)=Tr(In) In + In = n In + In = (n+1) In.
Comme In 6=On, on en déduit que (n+1) est une valeur propre de f
et que le sous-espace propre associé En+1( f )=Ker

(
f − (n+1)In

)
est

de dimension supérieure ou égale à 1.
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(b) Montrer que 1 est valeur propre de f revient à trouver au moins
une matrice non nulle M ∈Mn(R) telle que f (M)= M.

f (M)= M ⇐⇒ Tr(M) In +M = M ⇐⇒ Tr(M) In =On

⇐⇒ Tr(M)= 0 ⇐⇒ M ∈KerT

On en déduit que 1 est une valeur propre de f et que le sous-espace
propre associé E1( f ) est égal au noyau de T.
Ainsi dim(E1( f ))= dim(KerT)= n2 −1.

5. L’endomorphisme f admet au moins deux valeurs propres distinctes

λ1 = 1 et λ2 = n+1

On sait que les sous-espaces propres Eλ1 ( f ) et Eλ2 ( f ) sont en somme di-
recte et que la somme directe Eλ1 ( f )⊕Eλ2 ( f ) est un sous-espace vectoriel
de Mn(R).
D’où dim

(
Eλ1 ( f )⊕Eλ2 ( f )

)É dim(Mn(R))
c’est-à-dire dim

(
Eλ1 ( f )

)+dim
(
Eλ2 ( f )

)É n2

puis dim
(
Eλ2 ( f )

)É n2 −dim
(
Eλ1 ( f )

)= n2 − (n2 −1)= 1.

Or on a toujours dim
(
Eλ2 ( f )

)Ê 1. Par conséquent dim
(
Eλ2 ( f )

)= 1

Puisque dim
(
Eλ1 ( f )

)+dim
(
Eλ2 ( f )

)= (n2 −1)+1= n2 = dim(Mn(R)),
on peut conclure d’une part que f n’admet pas d’autres valeurs propres
que λ1 et λ2 , et d’autre part que f est diagonalisable.
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Produit scalaire
1 Énoncés
146 Final 2020. Soit n ∈ N∗. On désigne par E le R−espace vectoriel des
fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n et on définit l’application

ϕ : E×E −→ R

( f , g) 7−→
∫ 1

−1
f (t)g(t)dt

On note P et I les sous-espaces vectoriels de E constitués respectivement
des fonctions polynomiales paires et impaires.

1. Démontrer que ϕ est un produit scalaire sur E.

2. Prouver que si g ∈P et si h ∈I alors ϕ(g,h)= 0.

3. À toute fonction f de E on associe la fonction

f̂ : R −→ R

x 7−→ 1
2

( f (x)+ f (−x))

(a) Vérifier que ∀ f ∈ E, f̂ ∈P et que ∀ f ∈ E,
(
f − f̂

) ∈I

(b) En déduire que l’application p : f 7−→ f̂ est une projection orthogo-
nale sur un sous-espace vectoriel de E à préciser.

153 Final 2015 .

On munit R3 de sa structure euclidienne canonique. Soit B0 = (e1 , e2 , e3)
la base canonique de R3.

On désigne par F le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs
u = (1,1,1) et v = (1,2,3).

1. Construire une base orthonormale (ε1 , ε2) de F.
Compléter cette base en une base orthonormale directe B′ de R3.

2. Soit p la projection orthogonale sur F.

(a) Déterminer la matrice A de p dans la base canonique B0.

(b) Calculer la distance du vecteur e1 au sous-espace F.

154 Final 2018 .
On se place dans l’espace vectoriel E =R2[X ] des polynômes à coefficients réels
et de degré inférieur ou égal à 2. On considère l’application ϕ définie de E×E
à valeurs dans R par :

∀ (P,Q) ∈ E×E, ϕ(P,Q)=
∫ 1

0
P ′(t)Q′(t)dt+P(0)Q(0)

1. Montrer que ϕ définit un produit scalaire sur E.

2. On notera dorénavant 〈P |Q〉 au lieu de ϕ(P,Q).
On désigne par F =R1[X ] le sous-espace vectoriel de E des polynômes
de degré inférieur ou égal à 1.
On rappelle que F est de dimension 2.
Vérifier que (1, X ) est une base orthonormale de F.

3. (a) Déterminer le projeté orthogonal du polynôme X2 sur le sous-espace
vectoriel F.

(b) En déduire la distance d(X2,F) du polynôme X2 au sous-espace
vectoriel F.

4. Trouver un troisième polynôme Q3 tel que (1, X ,Q3) soit une base ortho-
normée de E.

155 Soit E =R2[X ]. On définit sur E×E l’application

ϕ : (P,Q) 7−→ P(−1)Q(−1)+P(0)Q(0)+P(1)Q(1)

1. Vérifier que (E,ϕ) est un espace euclidien.

2. On pose F =Vect(X2 +1). Déterminer F⊥.

3. Par le procédé de Gram-Schmidt, obtenir une base orthonormée de E.

4. Déterminer G⊥ lorsque G =R1[X ] puis la distance de X2 à G.

156 1. Déterminer la matrice A ∈M3(R), dans la base canonique de R3,
de la projection orthogonale sur le plan P d’équation x− y+2z = 0.

2. Diagonaliser cette matrice A.
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2 Corrigés

146 1. Soient ( f , g,h) ∈ E3 et λ ∈R.
— Il est évident que ϕ est symétrique car :

ϕ(g, f )=
∫ 1

−1
g(t) f (t)dt =

∫ 1

−1
f (t)g(t)dt =ϕ( f , g).

— Démontrons que ϕ est linéaire par rapport à la première variable :

ϕ(λ f + g,h)=
∫ 1

−1
(λ f + g) (t)h(t)dt

=
∫ 1

−1
(λ f (t)h(t)+ g(t)h(t)) dt

=λ

∫ 1

−1
f (t)h(t)dt+

∫ 1

−1
g(t)h(t)dt

=λϕ( f ,h)+ϕ(g,h)

— Puisque ∀ t ∈ [−1 , 1], f 2(t)Ê 0 et que f 2 est continue (car polynomiale)
sur [−1 , 1], d’après le théorème de positivité de l’intégrale,

ϕ( f , f )=
∫ 1

−1
f 2(t)dt Ê 0,

et donc ϕ est positive.
— Enfin supposons que ϕ( f , f )= 0. Alors∫ 1

−1
f 2(t)dt = 0.

Donc, comme f 2 est une fonction continue sur [−1 , 1], par stricte
positivité de l’intégrale, ∀ t ∈ [−1 , 1], f 2(t)= 0 donc la fonction f est
nulle sur [−1,1]. Le polynôme f admettant une infinité de racines,
c’est le polynôme nul.

Finalement, ϕ est bilinéaire symétrique définie positive, il s’agit bien
d’un produit scalaire sur E.

2. Si g est une fonction paire et que h est une fonction impaire, alors le
produit gh est une fonction impaire. En particulier :

ϕ(g,h)=
∫ 1

−1
g(t)h(t)dt = 0.

3. (a) Soit f ∈ E et soit x ∈R. Alors :

f̂ (−x)= 1
2

( f (−x)+ f (−(−x)))= 1
2

( f (−x)+ f (x))= f̂ (x).

On a donc bien démontré que f̂ ∈P . Avec les mêmes notations que
ci-dessus : (

f − f̂
)
(x)= 1

2
( f (x)− f (−x)) .

Donc : (
f − f̂

)
(−x)= 1

2
( f (−x)− f (x))=−(

f − f̂
)
(x).

La fonction f − f̂ est donc impaire.

(b) Soit u un vecteur quelconque de E et soit F un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E. Le projeté orthogonal pF (u) de u sur F est
caractérisé par :

v = pF (u) ⇐⇒
{

v ∈ F (1)
u−v ∈ F⊥ (2)

Ici, p est la projection orthogonale sur P . En effet, on a prouvé la
première condition à la question 3.(a) et la deuxième condition à
la question 3.(b) puisque toute fonction impaire est orthogonale à
l’ensemble des fonctions paires (question 2.).
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153 Soit B0 = (e1 , e2 , e3) la base canonique de R3.
On pose u = (1,1,1) , v = (1,2,3) et F =Vect(u,v).

1. • On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

On pose g1 = u = (1,1,1) et g2 = v− 〈v | g1〉
‖g1‖2 g1 = v− 6

3
u = v−2u = (−1,0,1).

Alors (g1, g2) est une base orthogonale de F.

En prenant ε1 = 1
‖g1‖

g1 = 1p
3

(1,1,1) et ε2 = 1
‖g2‖

g2 = 1p
2

(−1,0,1) ,

on obtient (ε1 , ε2) comme base orthonormale du plan vectoriel F.

• Posons ε3 = ε1 ∧ε2 = 1p
6

g1 ∧ g2. Alors ε3 a pour coordonnées dans la

base B0,

1p
6

1
1
1

∧
−1

0
1

= 1p
6

 1
−2
1


Donc ε3 = 1p

6
(1,−2,1) et la famille B′ = (ε1 , ε2 , ε3) est une base ortho-

normale directe de R3.

2. Soit p la projection orthogonale sur F.

(a) • 1ère méthode utilisant une base orthonormale de F.
On sait d’après le cours (thm8 - ch4) que

∀x ∈R3, p(x)= 〈x | ε1〉 ε1 +〈x | ε2〉 ε2 = 1
3
〈x | g1〉 g1 + 1

2
〈x | g2〉 g2

D’où



p(e1)= 1
3

g1 − 1
2

g2 =
(

1
3

,
1
3

,
1
3

)
−

(
−1

2
,0,

1
2

)
=

(
5
6

,
1
3

,−1
6

)
p(e2)= 1

3
g1 =

(
1
3

,
1
3

,
1
3

)
p(e3)= 1

3
g1 + 1

2
g2 =

(
1
3

,
1
3

,
1
3

)
+

(
−1

2
,0,

1
2

)
=

(
−1

6
,
1
3

,
5
6

)

Ainsi A =MatB0 (p)=
 5/6 1/3 −1/6

1/3 1/3 1/3
−1/6 1/3 5/6

= 1
6

 5 2 −1
2 2 2
−1 2 5


• 2ème méthode utilisant la droite vectorielle F⊥ =Vect(ε3).
On désigne par pF⊥ la projection orthogonale sur F⊥.
On sait que R3 = F ⊕F⊥ d’où ∀x ∈R3, x = p(x)+ pF⊥ (x).

Donc p = idR3 − pF⊥ puis en passant aux matrices dans la base
canonique B0, A = I3 −MatB0 (pF⊥ )

Or ∀x ∈R3, pF⊥ (x)= 〈x | ε3〉ε3 = 1
6
〈x | g3〉 g3 où g3 = (1,−2,1).

Donc


pF⊥ (e1)= 1

6
g3

pF⊥ (e2)=−1
3

g3

pF⊥ (e3)= 1
6

g3

Ainsi A = I3 − 1
6

 1 −2 1
−2 4 −2
1 −2 1

= 1
6

 5 2 −1
2 2 2
−1 2 5


• 3ème méthode utilisant les formules de changement de base.
Posons A′ = MatB′ (p). Puisque p(ε1) = ε1 , p(ε2) = ε2 et p(ε3) =
0R3 ,

A′ =
1 0 0

0 1 0
0 0 0


On sait que A′ = P−1 A P où P désigne la matrice de passage de la
base canonique B0 vers la base B′.

P =

1/
p

3 −1/
p

2 1/
p

6
1/
p

3 0 −2/
p

6
1/
p

3 1/
p

2 1/
p

6

= 1p
6


p

2 −
p

3 1p
2 0 −2p
2

p
3 1


Comme B0 et B′ sont des bases orthonormales de R3, la matrice P
est orthogonale : P ∈O3(R) et P−1 =t P.

Ainsi A′ = P−1 A P =⇒ A = P A′ P−1

= (P A′) tP

= 1p
6


p

2 −
p

3 0p
2 0 0p
2

p
3 0

 tP

= 1
6

 5 2 −1
2 2 2
−1 2 5


Cette méthode n’est envisageable qui si l’on dispose d’un logiciel de
calcul matriciel.
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(b) La distance du vecteur e1 au sous-espace F est :

d(e1,F)= ‖e1 − p(e1)‖ =
∥∥∥∥(

1
6

,−1
3

,
1
6

)∥∥∥∥= 1
6
‖(1,−2,1)‖ =

p
6

6

154 E =R2[X ]

1. Soit P, Q et R trois polynômes de E. Soit λ ∈R.
— Linéarité par rapport à la première variable.

ϕ(λP +Q,R)=
∫ 1

0
(λP +Q)′(t)R′(t)dt+ (λP +Q)(0)R(0)

=
∫ 1

0
(λP ′+Q′)(t)R′(t)dt+ (λP(0)+Q(0))R(0) par linéarité de la déri-

vation

=
∫ 1

0
(λP ′(t)+Q′(t))R′(t)dt+λP(0)R(0)+Q(0)R(0)

=
∫ 1

0

(
λP ′(t)R′(t)+Q′(t)R′(t)

)
dt+λP(0)R(0)+Q(0)R(0)

=λ

∫ 1

0
P ′(t)R′(t)dt+

∫ 1

0
Q′(t)R′(t)dt+λP(0)R(0)+Q(0)R(0) par linéa-

rité de l’intégrale.

=λ

(∫ 1

0
P ′(t)R′(t)dt+P(0)R(0)

)
+

(∫ 1

0
Q′(t)R′(t)dt+Q(0)R(0)

)
Ainsi ϕ(λP +Q,R)=λϕ(P,R)+ϕ(Q,R)

— Symétrie.

ϕ(Q,P) =
∫ 1

0
Q′(t)P ′(t)dt+Q(0)P(0) =

∫ 1

0
P ′(t)Q′(t)dt+ P(0)Q(0) =

ϕ(P,Q).

— Positivité. ϕ(P,P) =
∫ 1

0
P ′(t)2 dt+P(0)2. En tant que fonction poly-

nôme, la fonction t 7→ P ′(t)2 est continue et positive sur [0 , 1]. Donc

par positivité de l’intégrale,
∫ 1

0
P ′(t)2 dt Ê 0. De plus P(0)2 Ê 0. Ainsi

ϕ(P,P)Ê 0.
— Définie positivité. On suppose que ϕ(P,P)= 0. On sait qu’une somme

de réels positifs est nulle si, et seulement si, chacun de ses termes est
nul.

Donc
∫ 1

0
P ′(t)2 dt = 0 et P(0)2 = 0.

Or la fonction t 7→ P ′(t)2 est continue et positive sur l’intervalle
[0 , 1].
Donc d’après le théorème de positivité stricte : ∀ t ∈ [0 , 1], P ′(t)2 = 0
D’où ∀ t ∈ [0 , 1], P ′(t)= 0 puis P ′ est une fonction constante sur [0 , 1],

égale à P(0). Or P(0)2 = 0=⇒ P(0)= 0. Ainsi ∀ t ∈ [0 , 1],P(t)= 0.
Comme P est un polynôme admettant une infinité de racines (au
moins tous les réels de [0 , 1]), P ne peut être que le polynôme nul.
Finalement P =O.

ϕ définit bien un produit scalaire sur E

2. On rappelle que (1, X ) est la base canonique de F =R1[X ].

• 〈1 | X 〉 =
∫ 1

0
0×1dt+1×0= 0. Donc (1, X ) est une base orthogonale

de F.

• 〈1 |1〉 =
∫ 1

0
0×0dt+1×1= 1 et 〈X | X 〉 =

∫ 1

0
1×1dt+0×0= 1

Donc (1, X ) est une base orthonormale de F.

3. (a) Le projeté orthogonal du polynôme X2 sur le sous-espace vectoriel
F est :

pF (X2)= 〈
X2 |1〉 ·1+〈

X2 | X
〉 · X

avec
〈
X2 |1〉= ∫ 1

0
2t×0dt+02 ×1= 0 et〈

X2 | X
〉= ∫ 1

0
2t×1dt+02 ×0=

∫ 1

0
2tdt = [

t2]1
0 = 12 −02 = 1

Donc pF (X2)= X

(b) On sait que d(X2,F)= ∥∥X2 − pF (X2)
∥∥= ∥∥X2 − X

∥∥
Or

∥∥X2 − X
∥∥2 = ∥∥X2∥∥2 +‖X‖2 −2

〈
X2 | X

〉
= 〈

X2 | X2〉+〈X | X 〉−2
〈
X2 | X

〉
=

(∫ 1

0
2t×2tdt+02 ×02

)
+1−2×1= 4

∫ 1

0
t2 dt−1= 4

[
t3

3

]1

0
−1= 1

3

Donc d(X2,F)= 1p
3

4. On applique l’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
à la base canonique de E. On construit d’abord une base orthogonale
(1, X ,G3) de E en posant

G3 = X2 − pF (X2)= X2 − X

Il reste à normaliser ce vecteur en prenant Q3 = 1
‖G3‖

G3.

Or on a vu à la question précédente que ‖G3‖ =
∥∥X2 − X

∥∥= 1p
3
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Donc Q3 =
p

3
(
X2 − X

)
(1, X ,Q3) est bien une base orthonormée de E.

155 1. Montrons que ϕ est un produit scalaire sur E.
Soient P, Q et R trois polynômes de E. Soit λ ∈R

ϕ(λP +R,Q)
= (λP +R)(−1)Q(−1)+ (λP +R)(0)Q(0)+ (λP +R)(1)Q(1)
= (λP(−1)+R(−1))Q(−1)+ (λP(0)+R(0))Q(0)+ (λP(1)+R(1))Q(1)
=λ

(
P(−1)Q(−1)+P(0)Q(0)+P(1)Q(1)

)+R(−1)Q(−1)+R(0)Q(0)+R(1)Q(1)
=λϕ(P,Q)+ϕ(R,Q)

ϕ(Q,P)=ϕ(P,Q). Donc l’application ϕ est symétrique et bilinéaire.

ϕ(P,P)= P(−1)2 +P(0)2 +P(1)2 est un réel positif en tant que somme de
trois réels positifs. ϕ est donc positive.

Si ϕ(P,P)= 0 alors P(−1)= P(0)= P(1)= 0, donc P étant un polynôme de
degré au plus 2, il est nul car un polynôme de degré inférieur ou égal à 2,
ayant trois racines distinctes, est nécessairement nul.
ϕ est donc définie positive.

Enfin E est R−espace vectoriel de dimension finie égale à 3 et muni d’un
produit scalaire ϕ. E est un espace euclidien.

2. Soit P ∈ E. Le plus simple ici est de poser P = aX2+bX + c et de résoudre
l’équation P ∈ F⊥ ⇐⇒ ϕ(P, X2 +1)= 0.

Or ϕ(P, X2 +1)= P(−1)((−1)2 +1)+P(0)(02 +1)+P(1)(12 +1)
= 2P(−1)+P(0)+2P(1)= 2a−2b+2c+ c+2a+2b+2c = 4a+5c.
Les polynômes solutions sont donc de la forme

aX2 +bX − 4
5

a = bX +a
(
X2 − 4

5

)
. Autrement dit, F⊥ =Vect

(
X , X2 − 4

5

)
.

Sans surprise, cet espace est de dimension 2 puisqu’il est le supplémen-
taire d’une droite vectorielle dans R2[X ] qui est de dimension 3.

3. On part comme toujours de la base canonique B0 = (1, X , X2). Pour plus
de simplicité, on notera 〈P |Q〉 = ϕ(P,Q) et la norme associée à ϕ avec

les doubles barres usuelles.
Commençons par calculer ∥1 ∥=

p
1+1+1=

p
3 ;

puis X −
〈

X | 1p
3

〉
1p
3
= X − 1

3
〈X |1〉1= X − 1

3
(−1+0+1)= X (les poly-

nômes 1 et X étaient donc déjà orthogonaux) ;
on enchaîne avec ∥ X ∥=

p
1+0+1=

p
2 ;

ensuite on calcule X2− 1
2

〈
X2 | X

〉
X − 1

3
〈
X2 |1〉

1= X2− 1
2

(−1+0+1)X −
1
3

(1+0+1)= X2 − 2
3

;

enfin, on normalise ce dernier polynôme :
∥∥∥∥X2 − 2

3

∥∥∥∥=
√

1
9
+ 4

9
+ 1

9
=

√
2
3

.

En conclusion, la famille

(
1p
3

;
1p
2

X ;
√

3
2

(
X2 − 2

3

))
est une base ortho-

normale de E pour le produit scalaire ϕ.

4. G est de dimension 2, engendré par 1 et X . On a déjà fait le calcul pour
l’orthogonal de G à la question précédente :

G =R1[X ]=Vect(1, X )=Vect
(

1p
3

,
1p
2

X
)

Donc G⊥ est la droite engendrée par X2− 2
3

. Le projeté orthogonal de X2

sur G a aussi été calculé à la question précédente :

pG(X2)= 1
2

〈
X2 | X

〉
X + 1

3
〈
X2 |1〉

1= 2
3

La distance recherchée est donc

d(X2,G)= ∥∥X2 − pG(X2)
∥∥=

∥∥∥∥X2 − 2
3

∥∥∥∥=
√

2
3
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156 1. Le vecteur −→n = (1,−1,2) est normal au plan P , ce qui revient à
dire que la droite P⊥ est dirigée par −→n .
Comme R3 est de dimension finie, nous avons : R3 = P ⊕P⊥. D’où
idR3 = pP + pP⊥

Or on sait que ∀u ∈R3, pP⊥ (u)=
〈

u |
−→n∥∥−→n ∥∥

〉 −→n∥∥−→n ∥∥ =
〈
u | −→n 〉∥∥−→n ∥∥2

−→n
On en déduit que

∀u ∈R3, pP (u)= u−
〈
u | −→n 〉∥∥−→n ∥∥2

−→n

Notons B0 = (e1, e2, e3) la base canonique de R3.
∥∥−→n ∥∥2 = 6

pP (e1)= e1 − 1
6
−→n = (5/6 , 1/6 , −2/6)

pP (e2)= e2 − (−1)
6

−→n = (1/6 , 5/6 , 2/6)

pP (e3)= e3 − 2
6
−→n = (−2/6 , 2/6 , 2/6)

Ainsi

A =MatB0 (pP )= 1
6

 5 1 −2
1 5 2
−2 2 2


2. On choisit une base quelconque du plan P : (ε1,ε2) avec par exemple

ε1 = (1,1,0) et ε2 = (0,2,1).
Alors la famille (ε1,ε2,−→n ) est une base de R3 dans la laquelle la matrice
de la projection orthogonale pP est :

D =
1 0 0

0 1 0
0 0 0


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Équations différentielles
linéaires

1 Énoncés
187 Résoudre le problème de Cauchy :{

(1+ t2) y′+ y = 2
y(1) = 3

où y désigne une fonction de la variable réelle t, définie et dérivable sur R
et y′ sa fonction dérivée.

188

1. On définit la fonction g sur l’intervalle ouvert I =]−1 ,+∞[ par

g(x)= x
∫ x

0

et

1+ t
dt

Justifier que g est dérivable sur I et calculer g′(x).

2. On considère l’équation différentielle (E1) : (1+ x)y′ = x y
dans laquelle y désigne la fonction inconnue de la variable réelle x, définie
et dérivable sur l’intervalle I. On note ϕ la solution de cette équation sur
l’intervalle I,
vérifiant ϕ(0)= 1.

(a) Justifier sans calcul, l’existence et l’unicité de ϕ.

(b) Calculer explicitement ϕ(x) en remarquant que

∀x ∈ I,
x

1+ x
= 1− 1

1+ x
3. On considère à présent l’équation différentielle (E2) :

x2(1+ x) y′′− x(x2 +2x+2) y′+ (x2 +2x+2) y= 0

(a) Trouver une fonction affine non nulle y1 solution de cette équation
(E2).

(b) On peut obtenir une solution y2 indépendante de y1 en la recher-
chant sous la forme

y2(x)=λ(x) y1(x)

où λ : J −→ R est une fonction inconnue deux fois dérivable sur
J. En déduire, à l’aide de la fonction g vue à la question 1., une
expression de la solution générale de (E2) sur l’intervalle ]0 ,+∞[.

189 Final 2021.

1. Prouver que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
e−t2

dt est convergente.

On admet que
∫ +∞

0
e−t2

dt =
p
π

2

2. On définit la fonction f sur R par : ∀x ∈R, f (x)= ex2
∫ +∞

x
e−t2

dt

On se fixe un réel x > 0.

(a) Établir la convergence et calculer la valeur de l’intégrale généralisée∫ +∞

x
2te−t2

dt.

(b) Justifier que ∀ t ∈ [x , +∞[, e−t2 É 1
2x

(
2te−t2

)
(c) En déduire que f (x)É 1

2x

3. On considère l’équation différentielle linéaire (E) : y′(x)= 2x y(x)−1

(a) En remarquant que ∀x ∈R,
∫ +∞

x
e−t2

dt =
p
π

2
−

∫ x

0
e−t2

dt ,

montrer que f est une solution particulière de l’équation différen-
tielle (E).

(b) Résoudre (E) en exprimant sa solution générale à l’aide de la fonc-
tion f .

(c) Démontrer que f est la seule solution de (E) admettant pour limite
zéro en +∞.
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2 Corrigés

187 — Les solutions sur R de l’équation homogène (1+ t2) y′+ y= 0 sont
les fonctions :

t 7−→λe−
∫ 1

1+t2
dt =λe−arctan t

avec λ constante réelle.
— On peut choisir comme solution particulière de (E) : (1+ t2) y′+ y= 2

la fonction constante t 7−→ 2.
— On en déduit que les solutions de l’équation différentielle (E) sont les

fonctions
t 7−→ 2+λe−arctan t

où λ désigne une constante réelle.
— Soit f la solution de (E) qui vérifie la condition initiale f (1)= 3 .

Alors, d’après la question précédente, il existe une constante réelle λ
telle que pour tout réel t, f (t)= 2+λe−arctan t.
Or f (1)= 3. Donc 2+λe−arctan1 = 2+λe−π/4 = 3. Donc λ= eπ/4.

Ainsi f (t)= 2+exp
(π

4
−arctan t

)

188 1. ∀x ∈ I, g(x) = x
∫ x

0

et

1+ t
dt. Notons f la fonction t 7−→ et

1+ t
. Elle

est dérivable sur R\ {−1} comme quotient de fonctions dérivables et
dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc f est continue sur I et la

fonction F : x 7−→
∫ x

0

et

1+ t
dt est l’unique primitive de f sur I, primitive

qui s’annule en x = 0.
Autrement dit, F est dérivable sur I, F ′ = f et F(0)= 0.
Nous avons donc ∀x ∈ I, g(x)= x×F(x).
Ainsi, en tant que produit de deux fonctions dérivables sur I, g est
dérivable sur I et ∀x ∈ I, g′(x)= 1×F(x)+ x×F ′(x)= F(x)+ x f (x)

g′(x)=
∫ x

0

et

1+ t
dt+ xex

1+ x

2. (E1) : (1+ x)y′ = x y. On note ϕ la solution de cette équation sur
l’intervalle I, vérifiant ϕ(0)= 1.

(a) (E1) ⇐⇒ y′ = x
1+ x

y est une équation différentielle linéaire du

premier ordre, sans second membre. La fonctions x 7→ x
1+ x

étant
continue sur l’intervalle I, on sait que le problème de Cauchy{

y′ = x
1+ x

y
y(0) = 1

admet une unique solution ϕ définie sur I.

(b) On sait que la solution générale de (E1) sur I est la fonction

x 7−→λe
∫ x

1+x dx =λe
∫ (

1− 1
1+x

)
dx =λex−ln(1+x) =λ

ex

1+ x

avec λ constante réelle.

Donc ∃λ ∈R ; ∀x ∈ I, ϕ(x)=λ
ex

1+ x
. Or ϕ(0)= 1 Donc λ= 1 puis

∀x ∈ I, ϕ(x)= ex

1+ x

3. (E2) : x2(1+ x) y′′− x(x2 +2x+2) y′+ (x2 +2x+2) y= 0

(a) Si y1 est une fonction affine alors y′′1 = 0.
Donc y1 est solution de (E2)
ssi y1 est solution de −x(x2 +2x+2) y′+ (x2 +2x+2) y= 0
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⇐⇒ −x y′+ y= 0.

On en déduit que la fonction affine y1 : x 7→ x est une solution
particulière de (E2).

(b) y1 est une solution de l’équation différentielle linéaire homogène du
second ordre à coefficients variables (E2) telle que y1 ne s’annule
pas sur J =]0 , +∞[. On résout (E2) par la méthode de Lagrange. On
peut obtenir une solution y2 indépendante de y1 en la recherchant
sous la forme

y2(x)=λ(x) y1(x)

où λ : J −→ R est une fonction une fonction inconnue deux fois
dérivable sur J.

y2(x) = xλ(x)
y′2(x) = λ(x)+ xλ′(x)
y′′2 (x) = 2λ′(x)+ xλ′′(x)

Alors y2 est une solution de (E2) sur J
ssi ∀x > 0, x2(1+x) y′′2 (x)−x(x2+2x+2) y′2(x)+(x2+2x+2) y2(x)= 0
ssi ∀x > 0, x2(1+ x)(2λ′(x)+ xλ′′(x))− x(x2 +2x+2)(λ(x)+ xλ′(x))+
x(x2 +2x+2)λ(x)= 0
ssi ∀x > 0, x3(1+ x)λ′′(x)+ x2[2(1+ x)− (x2 +2x+2)λ′(x)]= 0
ssi ∀x > 0, (1+ x)λ′′(x)− xλ′(x)= 0
ssi la fonction λ′ est une solution de l’équation différentielle (E1)
sur J.

(c) On peut choisir ∀x > 0, λ′(x)= ex

1+ x
et ∀x > 0, λ(x)=

∫ x

0

et

1+ t
dt.

On en déduit que ∀x > 0, y2(x)= x
∫ x

0

et

1+ t
dt = g(x).

Finalement la solution générale de (E2) sur l’intervalle ]0 ,+∞[ est
la fonction :

x 7−→λx+µ g(x)

où λ et µ désignent des constantes réelles.

189 1. La fonction ϕ : t 7→ e−t2
est continue et positive sur l’intervalle fermé

[0 , +∞[

et ∀ t > 0, t2 e−t2 = t2

et2 = 1(
et2

t2

) −→
(t→+∞)

0

car lim
t→+∞ t2 = 0 et par croissance comparée lim

X→+∞
eX

X
=+∞

Donc, d’après le critère de Riemann, l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
e−t2

dt

est convergente.

2. ∀x ∈R, f (x)= ex2
∫ +∞

x
e−t2

dt . On se fixe un réel x > 0.

(a) Soit A un réel positif tel que A > x.∫ A

x
2te−t2

dt =
[
−e−t2

]t=A

t=x
=−e−A2 +e−x2

Or lim
A→+∞

e−A2 = 0. Donc lim
A→+∞

∫ A

x
2te−t2

dt = e−x2

Par conséquent l’intégrale généralisée
∫ +∞

x
2te−t2

dt est conver-

gente et ∫ +∞

x
2te−t2

dt = e−x2

(b) Soit t un réel tel que t Ê x > 0. Alors 0< 2x É 2t. Or e−t2 > 0.

Donc 0< 2xe−t2 É 2te−t2
puis e−t2 É 2t

e−t2

2x

On en déduit que ∀ t ∈ [x , +∞[, e−t2 É 1
2x

(
2te−t2

)
(c) En intégrant membre à membre l’inégalité précédente, on obtient∫ +∞

x
e−t2

dt É
∫ +∞

x

1
2x

(
2te−t2

)
dt

avec
∫ +∞

x

1
2x

(
2te−t2

)
dt = 1

2x

∫ +∞

x
2te−t2

dt
d’après 2.a= 1

2x
e−x2

Donc
∫ +∞

x
e−t2

dt É 1
2x

e−x2
.

Enfin, en multipliant les deux membres de cette dernière inégalité

par ex2
, il vient : f (x)É 1

2x
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3. Soit l’équation différentielle linéaire scalaire du 1er ordre (E) :

y′(x)= 2x y(x)−1

(a) Posons ∀x ∈R, g(x)=
∫ +∞

x
e−t2

dt =
∫ 0

x
e−t2

dt+
∫ +∞

0
e−t2

dt

=
∫ +∞

0
e−t2

dt−
∫ x

0
e−t2

dt =
p
π

2
−

∫ x

0
ϕ(t)dt.

Alors g est dérivable sur R et ∀x ∈R, g′(x)= 0−ϕ(x)=−e−x2

Donc la fonction f : x 7−→ ex2
g(x) est aussi dérivable surR et ∀x ∈R,

f ′(x)= 2xex2
g(x)+ex2

g′(x)= 2x f (x)+ex2
(
−e−x2

)
= 2x f (x)−1.

Donc la fonction f est une solution particulière de l’équation com-
plète (E).

(b) (i) Les solutions sur R de l’équation homogène (H) :
y′(x)= 2x y(x) sont les fonctions x 7−→λe

∫
2xdx =λex2

où λ est
une constante réelle.

(ii) On connaît déjà une solution particulière de (E) : la fonction
f .

(iii) La solution générale de l’équation complète (E) est la fonction

x 7−→ f (x)+λex2
où λ est une constante réelle.

(c) • On rappelle que ∀x ∈R, f (x)= ex2
∫ +∞

x
e−t2

dt .

Or ∀ t ∈R, e−t2 > 0. Donc, par positivité de l’intégrale,

∀x ∈R,
∫ +∞

x
e−t2

dt Ê 0 puis ∀x ∈R, f (x)Ê 0.

D’où, d’après 2.(c), ∀x ∈R+∗, 0É f (x)É 1
2x

avec lim
x→+∞

1
2x

= 0.

Ainsi d’après le théorème des gendarmes lim
x→+∞ f (x)= 0

et f est une solution de (E) admettant pour limite zéro en +∞.
• Soit h une solution quelconque de (E). Alors il existe une constante
réelle λ telle que

∀x ∈R, h(x)= f (x)+λex2

Si λ> 0 alors lim
x→+∞h(x)=+∞. Si λ< 0 alors lim

x→+∞h(x)=−∞.

Finalement f est la seule solution de (E) admettant pour limite
zéro en +∞.
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