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Fonctions de deux Variablesl

I Topologie de R?

On note R? ’ensemble des couples de nombres réels. On assimile R? au plan usuel muni d’un repére,
en confondant un point géométrique a avec ses coordonnées (zg,yo) et on écrit a = (xg,yo)-

I.1 Norme sur R?
~ Définition 1 \

Pour tout point v = (z,y) de R?, on appelle norme de u le réel positif noté |u|| défini
par :

lull = v/

\. J

PROPRIETES : pour tous points u et v de R?,
© [ul =0 =
o VIeR, A ul| =
¢ lw+oll ol + ]
Remarques :

> On peut définir d’autres types de normes. La norme que l'on vient de définir s’appelle la
norme

> En repére orthonormal, si on confond couple de réels et point du plan, la norme ||[A — B||
correspond & la longueur du segment géométrique [AB].

I.2 Parties ouvertes, parties fermées

~ Définition 2 \

Soient a un point de R? et r un réel strictement positif.

On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble des points u de R? tels
que |lu—al <.

On note B(a,r) cet ensemble.




MT?2 - cHé6 Page 2/16

— Définition 3 N

@ Soit U une partie de R.
On dit que U est un ouvert de R? ssi pour tout point a € U, il existe une boule
ouverte de centre a, incluse dans U.

@ Une partie F' de R? est dite fermée ssi son complémentaire F est une partie
ouverte.

@ Une partie Q de R? est dite bornée ssi il existe r > 0 tel que pour tout point
u € €,

EXEMPLES :

> R? est un ouvert,.
> Une boule ouverte est un ouvert.
> Un demi-plan ouvert (droite frontiére non comprise) est un ouvert.

> Si [ et J sont deux intervalles ouverts de R, alors [ x J = { }
est une partie ouverte de R

II Généralités sur les fonctions de deux variables

I1.1 Représentation graphique

Soit D une partie de R? (c’est-a-dire un ensemble de couples de réels). Définir une fonction f de
deux variables sur D consiste a associer a chaque couple (x,y) de D un unique nombre réel noté
f(z,y) et appelé image du couple (x,y) par la fonction f.

L’ensemble D est appelé ensemble de définition de f.

On écrit alors f: DcR*> — R
(z,y) +— f(2,9)

On peut se figurer f comme définissant une «altitude» en tout point de D.

Exemple : la fonction f: (z,y) — In(1 —z —y)
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Définition 4

La représentation graphique . de f est I’ensemble des points M de I'espace, dont les
coordonnées (z,y, z) vérifient la relation z = f(x,y) lorsque (z,y) décrit D.

En général, .7 est un_e) surface. On dit que . admet pour équation cartésienne z = f(x,y) dans
- =
le repére (O; i, j, k) de 'espace.

Exemple : on considére la fonction f de deux variables définie par  f(z,y) = /1 — 22 — 3%

(i) Quel est 'ensemble de définition de f?

(ii) Quelle est la nature géométrique de la surface représentative de f7

,—[Déﬁnition 5 (ligne de niveau)} .

Soit f une fonction de deux variables définie sur une partie D de R?. Soit .7 la surface
d’équation z = f(x,y) et k un réel. On appelle ligne de niveau k de f le projeté
orthogonal sur le plan (Oxy) de la section de . par le plan d’équation z = k.

\ J

Une «ligne de niveauy n’est pas forcément une courbe, mais peut étre une partie quelconque du
plan (Oxy).

Exemple : posons f(x,y)=1In(l —x—y)
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I1.2 Fonctions de référence
I1.2.1 Fonctions affines

Les fonctions de deux variables les plus simples sont les fonctions affines f définies sur R? par
flz,y) =ax + by +c

ol a, b et ¢ sont trois réels fixés.
La surface représentative d’une fonction affine de deux variables est ...

I1.2.2 g:(z,y) — 2> + 3

g est définie sur R%. . On note .¥ sa
surface représentative.

Soit a un réel.

o La section de % par le plan
d’équation z =a est :

¢ La section de . par le plan
d’équation y = a est une

Paraboloide circulaire de révolution

I11.2.3 h:(z,y) — zy

Paraboloide hyperbolique
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IT1 Limites et continuité

III.1 Limite en un point

f—[Déﬁnition 6} N

Soient f : D —> R une fonction définie sur une partie non vide D de R?,
a = (z9,Yyo) un point de D et £ € R.
On dit que f admet pour limite £ en a ou que f(x,y) tend vers ¢ quand (z,y) tend vers

(w0, Yo) ssi

Ve>0,36>0;

On écrit alors lim  f(z,y) =¢
(z,y)—(z0,y0)

Les propriétés concernant les opérations algébriques (somme, produit, quotient) sur les limites des fonctions
de deux variables, sont analogues & celles des fonctions d’une seule variable.

I11.2 Fonctions continues
f—[Déﬁnition 7} N

Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide U de R? et soit a = (z¢, %) un point
de U.
> On dit que f est continue en a ssi

> On dit que f est continue sur U ssi f est continue en tout point de U.




MT?2 - cHé6 Page 6/16

[Proposition 1 (Somme, produit, quotient)}

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur un ouvert U de R?
Alors la somme f + g et le produit f X g sont continus sur U.

Si de plus V (z,y) € U, g(x,y) # 0, alors le quotient f est continu sur U.
g

[Proposition 2 (Composée)j

Soit f:U — R une fonction continue sur un ouvert U de R?.
Soit ¢ : I — R une fonction continue sur une partie I de R telle que f(U) C I.
Alors la composée ¢ o f est continue sur ...

Exemples
> Les fonctions constantes sont

> Les fonctions (z,y) — z et (z,%) — y sont continues sur R?.

On peut en déduire que, pour tous entiers naturels i et j, les fonctions (z,y) — xiyj sont continues
sur R? et donc

> Si ¢ est une fonction continue sur un intervalle I de R, alors (z,y) — ¢(z) est continue sur I x R
et (z,y) — ¢(y) est continue sur R x I.

> (z,9) — (1 +y*)In(z) est continue sur ]0; +oo[xR comme produit des fonctions (z,y) — In(z)
et (z,y) — y* + 1 continues sur ce méme ensemble.

[Proposition 3}

Soit f une fonction continue en (xg,yo). Alors les applications partielles f; : ¢ — f(¢, o)
et fo:t+— f(zo,t) sont continues respectivement en xg et yo.

Attention la réciproque a cette propriété est fausse.

Considérons la fonction f définie sur R? par f(z,y) = Zir si (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

On remarque que, en (0,0), les applications partielles sont  fy : ¢t — f(£,0) =0 et
fo:t+— f(0,t) = 0 et ce sont donc des fonctions continues sur R.
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1
Mais f(x,z) = 5 pour tout  # 0 donc  lim . f(z,y) # £(0,0)

(z,y)—(0,
et donc f n’est pas continue en (0,0).

,—[Théoréme 4 (admis) } .

Soit f une fonction continue sur une partie F fermée et bornée de R
Alors f admet un maximum et un minimum.

IV  Dérivées partielles d’ordre 1

IV.1 Dérivabilité des applications partielles

Dans toute cette partie, les fonctions considérées seront définies sur un ouvert U de R? et
a = (z9,Yo) désigne un point de U. Si f est une fonction définie sur U, on notera f; : t — f(¢,yo)
et fo:t— f(xo,t) les applications partielles de f en a.

— Définition 8 )

e On dit que la fonction f admet au point a une dérivée partielle par rapport a la 1°°
variable ssi I'application partielle fi : t — f(t,yo) est dérivable en x,
ce qui revient a dire que le taux d’accroissement

J(zo+h,y0) — f(o,Y0)
h

h — admet une limite finie lorsque h tend vers 0.

Dans ce cas, cette dérivée partielle se note

%(ﬂfmyo) =

e On dit que la fonction f admet au point a une dérivée partielle par rapport a la 21me
variable ssi I’application partielle
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Exemple : on définit la fonction f sur louvert U = {(z,y) € R* | } par

flw,y) =2’ Iny

Soit a = (xg, yp) un point quelconque de U. Alors

REMARQUES :
o . . . . . .

e La lettre «xr» dans le symbole g signifie que 'on dérive suivant la premiére variable, souvent
x

notée .

e —(z9,%p) est un nombre.

ox

. : . . . 0
* 5 désigne la fonction de deux variables, qui & tout couple (xq, o) associe le réel —f(xo ,Y0)-
T

e Contrairement & ce qui se passe pour les fonctions d’une variable ot la dérivabilité implique la
continuité, I'existence des dérivées partielles en un point n’entraine pas la continuité en ce point.

IV.2 Vecteur gradient

~ Définition 9 \

Soient f : U — R une fonction définie sur un ouvert U de R? et a un point de U.

Si f admet des dérivées partielles en a, on appelle gradient de f au point a, le vecteur
de R? noté gra?} f (a) défini par :

—

grad f (a) =

\. J

f—[Déﬁnition 10] N

Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert U de R2. Si f admet en tout point

a de U des dérivées partielles par rapport & ses deux variables et si les applications Iz
75

et 90 sont continues sur U, on dit que la fonction f est de classe C' sur U.
Y

[Proposition 5 (admise)]

Si f est de classe C! sur U et si le gradient de f au point @ € U n’est pas le vecteur nul,

alors gra?i f (a) est normal a la ligne de niveau k = f(xo, o) de f,
c’est-a-dire orthogonal & la tangente a la ligne de niveau k = f(xg,yo) de f au point
H(zo,yo) du plan (Ozy).
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Lignes de niveau de f

IV.3 Plan tangent

Soient f : U — R une fonction de classe C' sur un ouvert U de R? et a = (2, o) un point de U.
On note . la surface représentative de f dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O ; ? , j_> , ?)
et A le point de . ayant pour coordonnées cartésiennes (zo, o, f(a)).
@ Le plan &, d’équation y = yy coupe la surface .7 sujvant une courbe %) passant par A et
incluse dans &2;. La courbe %, est le graphe de la 1" application partielle de f en a. La
droite tangente a C; en A admet pour vecteur directeur :

@ Le plan &, d’équation x = zy coupe la surface .¥ suivant une courbe %, passant par A et
incluse dans &,. La droite tangente a %5 en A admet pour vecteur directeur :

La surface représentative . de f admet au point Az, o, f(zo, o) ) un plan tangent d’équation

z =
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IV.4 Dérivée d’'une composée

,—{Proposition 6 ( «régle de la Chaine»)}

Soit f : U — R une fonction de classe C' sur un ouvert U de R?.
Soit o: I — U
t — (p1(t), @a(t))
une fonction vectorielle de classe C! sur un intervalle I de R, & valeurs dans U.

Alors la fonction composée f o ¢ est de classe C' sur I et

Vitel, (fop)(t)=

Exemple : on pose f(z,y) = 2> +xy +e" ¥ et g(t) = f(e',t*). Calculer ¢'(0).
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IV.5 Développement limité a ’ordre 1

,—[Théoréme 7 (admis) } \

Soit a = (¢, 1o) un point de U. Si f est une fonction de classe C' sur U,
alors il existe une fonction ¢ définie au voisinage de (0, 0) et continue en (0,0)

_>
telle que pour tout h = (k,¢) de norme suffisamment proche de 0,

f($0+k3,y0+€):f(-??o,yo)+%($o,yo)'k+g—£(9§0ayo)‘g‘i‘ VkZ+ 2 e (k)

avec

Cette égalité s’appelle le développement limité d’ordre 1 de f en a.

Exemple : on définit la fonction f sur 'ouvert U = par

fla,y) =2’ Iny

On pose a = (2,3) € U.

Théoréme 7 bis : sous les hypothéses du théoréme 7,
il existe une fonction e définie au voisinage de (0,0) et continue en (0,0)

ﬁ
telle que pour tout h de norme suffisamment proche de 0,

COROLLAIRE : si f est de classe C! sur Uouvert U, alors f est
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V Dérivées partielles d’ordre 2

V.1 Définition
of . of

Lorsque f admet deux dérivées partielles d’ordre 1 : 9z et 20 ces deux fonctions sont des fonctions
T Y

de deux variables et peuvent donc admettre elles-mémes des dérivées partielles d’ordre 1. On appelle
ces dérivées les dérivées partielles d’ordre 2 de f. Il peut en exister 4 que 'on note de la facon

suivante :
of _ 9 (of f_ 9 (of
0z Ox \ Oz oy2 oy \ dy

of _ 0 (of or _ 0 (of
drdy Oz \ dy dydr Oy \ Ox

Exemple : calculer les dérivées partielles secondes de la fonction f définie par f(z,y) = z°Iny

~ Définition 11}

Si f: U — R est une fonction de classe C' sur un ouvert U de R? et si toutes ses
dérivées partielles d’ordre 2 sont définies et continues sur U, alors on dit que f est de
classe C? sur U.

Exemple : les fonctions polynomiales de deux variables sont de classe C? sur R?.

,—[Théoréme 8 (théoréme de Schwarz, admis)} \

Si f est une fonction de classe C* sur Iouvert U de R? alors

Pf
oxdy

\. J

On a donc seulement 3 dérivées partielles d’ordre 2 a calculer.
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V.2 Développement limité d’ordre 2

,—[Théoréme 9 (admis) } \

Soit a = (¢, 1o) un point de U. Si f est une fonction de classe C* sur U,
alors il existe une fonction ¢ définie au voisinage de (0,0) et continue en (0, 0)

_>
telle que pour tout h = (k,¢) de norme suffisamment proche de 0,

fla+T) =

avec

\.

Cette égalité s’appelle le développement limité d’ordre 2 de f en (xg,yo).

Exemple : on définit la fonction f sur 'ouvert U = par
f(z,y) =2° Iny . On pose a = (2,3) € U.

~ Définition 12] .

Soit f:U — R une fonction de classe C* sur un ouvert U de R? et a un point de U.
On appelle matrice hessienne de f en a, la matrice carrée d’ordre 2 notée H(f), définie

par :

H(f)a =

Théoréme 9 bis : sous les hypothéses du théoréme 9,
il existe une fonction ¢ définie au voisinage de (0,0) et continue en (0,0)

_>
telle que pour tout h de norme suffisamment proche de 0,
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V.3 Extremum local sur un ouvert
~ Définition 13}

Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R?, & valeurs dans R.
Soit a = (xo, yo) un point de U.
> On dit que f présente un minimum local en a ssi

dr>0; V(z,y) € Bla,r)NU, f(x,y) = f(xo,%0)

> On dit que f présente un maximum local en a ssi

> On dit que f présente un extremum local en un point a de U lorsque f admet soit
un minimum, soit un maximum local en ce point.

V.3.1 Point critique

r—[Déﬁnition 14]

Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert U de R?. On dit qu'un élément (zg,%o)
de U est un point critique de f ssi

Un point critique est un point en lequel le plan tangent a la surface représentative de f est
horizontal.

Théoréme 10 (condition nécessaire du premier ordre)}

Soit f: U — R une fonction de classe C' sur un ouvert U de R
Si f présente un extremum local en (g, yo) alors (zg,yo) est un point critique de f.

Preuve: on suppose que f admet un minimum local en a € U ot a = (zg, yo)-

Attention : la réciproque a ce théoréme est en générale fausse. Il peut exister des points critiques
de f qui ne correspondent pas a des extremums locaux.
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En pratique :

Lorsqu’on cherche les extremums d’une fonction, on commence par chercher ses points critiques
car on sait que les extremums sont a chercher parmi ces points.

Il nous faut ensuite pour chaque point critique vérifier que c’est bien un extremum.

Exemple : on définit la fonction f sur R? par f(z,y) = 2% + 3y* + 2zy — 4y.
Déterminer le(s) éventuel(s) point(s) critique(s) de f.

V.3.2 Fonctions de classe C?

Mise en place :

On suppose maintenant que f est une fonction de classe C? sur un ouvert U de R? et que a = (¢, o)
est un point critique de f.

On introduit les notations de Monge :

o> f o f o f

r=——(a s = a t=—=(a

8:62( ) 8:683/( ) 8y2( )

Le développement limité d’ordre 2 de f en a = (g, yo) s’écrit donc :

f(xo+k,y0 +0) — f(20,90) =

- —
En posant h = (k, /), on voit intuitivement qu’au voisinage de a, la différence f(a + h) — f(a)
est du signe de rk* +2sk( +t (2.

2
Or rk?4 25kl +t0* =02 (r(%) —l—23%+t> OnposeX:%

Pour que f admette en a par exemple un minimum local, il suffit que le polynéme rX? + 25X +t
soit de signe constant, strictement positif. Donc il suffit que :

s> —rt<0 avec r>0
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,—[Théoréme 11 (condition suffisante du second ordre)} \

Soit f : U — R une fonction de classe C? sur un ouvert U de R
Soit a un point critique de f. Avec les notations précédentes, :

> Sirt—s?>0etr>0alors f admet un minimum local en a.
> Sirt—s?>0etr<0alors f admet un maximum local en a.

> Sirt —s% < 0 alors

> Sirt —s? =0, on ne peut rien dire.

Exemple : Soit f : (z,y) — 3zy — 3 — y>. On cherche a déterminer les extremums locaux de f.

> Recherche des points critiques :

O (o) =30 — 322 ot X () = 30 — 342
Onaaw(aﬁ,y)f?)y 3z~ et 8y(au,y)fSw 3y°.

On doit donc résoudre :
of
g(xﬂy)zo o 3y—3x220 o y:1;2 o y:x2 N y:;[;Q
j(:cy):O 3z —3y> =0 r—z'=0 z(1—-2% =0 r=0ouz=1
oy’

Donc f admet deux points critiques a = (0,0) et b= (1,1).

> Utilisation des notations de Monge :
comme f est une fonction de classe C? sur R?, pour déterminer les extremums locaux, on peut utiliser
les notations de Monge. Pour cela on doit tout d’abord calculer les dérivées partielles secondes :

0% f 0 f

—=(x,y) = —6x z,y) =3 et —=(x,y) = —6

52 &> Y) 5 3y( 0 8y2( y) y
- Au point a = (0,0) : 7 =0,t =0et s = 3. Donc rt — s> = —9 < 0 et f n’admet donc par d’extremum
local en a.
- Aupoint b= (1,1) : r = ,t= et s = . Donc rt — s? =

0% f
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