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Intégration sur un intervalle quelconque'

Dans tout ce chapitre, a et b désignent des nombres réels avec a < b et b > 0.

f—[Déﬁnition 1} N

Soit I un intervalle de R. On dit qu'une fonction f: I — R est continue par morceaux
sur I si, pour tout segment [a,b] inclus dans I, la restriction de f a [a,b] est continue
par morceaux sur [a, b|.

\. J

REMARQUES :

@ Toute fonction continue par morceaux sur un segment, est bornée.

¢ Une fonction continue par morceaux sur un intervalle quelconque, n’est pas nécessairement
bornée.

Exemple : la fonction «partie entiere» z —— |z| est ...

I Intégrales généralisées

I.1 Sur un intervalle fermé du type [a,+oc[ o a € R

~ Définition 2} .

Soit f : [a,4+00[— R une fonction continue par morceaux sur [a ,+o0|.

+o0o
On dit que l’intégrale généralisée / f(t)dt est convergente si la fonction

x — /x f(t)dt admet

On pose alors :
+00
AN {OR

Cette intégrale se note aussi

Dans le cas contraire, I'intégrale est dite ...

Exemples

+oo
(i) Déterminer la nature de 'intégrale / e 'dt.
0

La fonction ¢t + e~ est continue sur [0, 4oo[. Le
seul probléme se trouve donc en 4o0. 2|

xT
Soit x € [0, +0o0[. On a / e tdt=—e"+1
0

X
D’ou lim etdt= lim —e*+1=1.
z—+00 Jo x——+00
+o0o
Donc / e tdt est convergente et K
0 Il Il

o0 -1 @) 1 2 3 4
/ e tdt = 1.
0
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+o0 1
(ii) Quelle est la nature de I'intégrale / i de ?
1

I.2 Sur un intervalle semi-ouvert du type ]0,b] ou b € R*

~ Définition 3} .

Soit f:]0,b] — R une fonction continue par morceaux sur |0, b].

b
On dit que l’intégrale généralisée / f(t) dt est convergente si la fonction
0

T — / f(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers .

/Obf _/f

Dans le cas contraire, I'intégrale est dite ...

On pose alors :

Exemples :

1
(i) Quelle est la nature de l'intégrale / Intdt ?
0

La fonction ¢t — Int est continue sur |0, 1], donc le probléeme se pose en 0.

1
Soit z €]0,1]. Calculons / Intdt.
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1 1
En conclusion 'intégrale / Int dt est convergente et / Intdt =
0 0

1]
(ii) Quelle est la nature de I'intégrale / ) de 7
0

Remarque
Soit f :]0,b] — R une fonction continue sur |0, b] et prolongeable par continuité au point zéro en

y b
une fonction f. Alors l'intégrale / f(t) dt converge et
0

1n(1
Exemple : déterminer la nature de l'intégrale / M dx.

0 T

In(1+ =z

La fonction f : z — est continue sur |0, 1]. Le probléme semble donc se poser en 0.

Mais on remarque que
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1.3 Sur lintervalle ouvert |0, +o0]

Soit f une fonction continue par morceaux sur |0, +ool.

c +oo
S’il existe un réel ¢ €]0,4o00[ tel que les intégrales généralisées / f(t)dt et f(t)dt conver-
0 c
gent, alors
f—[Déﬁnition 4] \

Soit f une fonction continue par morceaux sur U'intervalle ouvert |0, +oo[ et ¢ un réel

c “+o00
strictement positif. Si les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes, on dit
0 c

+00
que I’intégrale généralisée / f(t)dt est convergente. On pose alors :
0

fo o SO A= [ f0)at =

II Propriétés

Dans tout ce paragraphe, I désignera un intervalle du type [a,4o00] ou |0, b] ou |0, 400

II.1 Linéarité

,—[Proposition 1}

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur 'intervalle [ telles que les intégrales
/ f(t)dt et / g(t) dt convergent. Alors pour tout réel A,
I I

I1.2 Positivité et croissance

Soit, f une fonction continue par morceaux sur I.

Si 'intégrale généralisée / f(t)dt converge et si f est positive sur I alors / f(t)dt
I I
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,—{Proposition 2 (intégration d’une inégalité)} \

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I telles que les
intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
I I

Si Vtel, f(t) <g(t) alors

II.3 Relation de Chasles
,—{Proposition 3} \

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I telle que I'intégrale

généralisée / f(t)dt converge. Alors pour tous a, b et ¢ éléments ou extrémités de I,
I

[ fydt =

avec convergence des trois intégrales.

IIT Criteres de convergence

II1.1 Intégrales de Riemann

,—{Proposition 4} .

Soit a € R.
+o0 1
- / —dt  converge ssi
1@

+oo 1
Dans ce cas, / - dt =
1

11
o / —dt  converge ssi
0ot
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Preuve: e Supposons a # 1,

REMARQUES :

b1 oo ]

(i) pour tout réel b > 0, / t—adt est convergente si, et seulement si, a« < 1 et / o dt est

0 b
convergente si, et seulement si,

+oo ]
(ii) l'intégrale généralisée / . dt est divergente pour tout réel .
0

III.2 Fonctions positives

f et g désignent deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a,+oof .
Tous les résultats énoncés pourront étre adaptés a des fonctions continues par morceaux sur |0, b].

[Proposition 5 (critere de comparaison

)
On suppose que Vit € [a,+0o0], 0< f(t) <g()
+oo
o Si / g(t) dt converge alors

400
e Si diverge alors / g(t) dt diverge.

a

Preuve: définissons F et G sur [a,+oo[ par



MTS3 - cHl Page 7/9

+0o0

Exemple : : étudier la convergence de 'intégrale / exp(—t?) dt.
0

,—{Proposition 6 (critere de Riemann)} .

Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur [a,+oo] .
o S'il existe un réel o > 1 tel que tligl t* f(t) =0 alors
—+00

e S'il existe un réel o < 1 tel que lim ¢* f(t) = +oo alors
t—+o00

Preuve: on suppose qu’il existe un réel > 1 tel que tligl t* f(t)=0
—+o0

Critere de Riemann au voisinage de zéro :
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,—[Théoréme 7 (critere d’équivalence)}

On suppose que, au voisinage de +o0o,  f(t) ~ (t).
(t—>+00)

+o0o

Alors les intégrales /

a

+o0
f(t)dt et / g(t) dt sont de méme nature.

too 2 — 5t 47
Exemple : déterminer la nature de l'intégrale / +
0

I11.3 Intégrale absolument convergente

463 42t +1

r—[Déﬁnition 5]

convergente si I'intégrale généralisée

\

Soit f : I — R une fonction continue par morceaux sur 'intervalle 1.

On dit que f est intégrable sur I ou encore que l'intégrale / f(t)dt est absolument
i§

,—[Proposition 8}

\.

Si f est intégrable sur l'intervalle I alors 'intégrale / f(t) dt est convergente.
I

Preuve: on suppose que f: I — R est intégrable sur 'intervalle I.

Posons f+:%(|f\+f) et fﬁZ%(|f|—f)
Alors
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On pourra donc utiliser les critéres de comparaison sur |f| pour démontrer la convergence de

Iintégrale / £(6) dt.
I

Attention, si / |f(t)] dt est divergente alors / f(t)dt n’est pas nécessairement divergente.
I I

[Proposition 9 (critere d’intégrabilité)j

Soit. f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I. S’il existe une fonction
¢ : I — R positive, continue par morceaux et intégrable sur I telle que

Vtel,
Alors f est intégrable sur I.

IV Passage a la limite sous l’intégrale

,—[Théoréme 10 (de convergence dominée, admis)} \

Soit (f)new une suite de fonctions continues par morceaux sur I a valeurs dans R telle
que :

> pour tout réel ¢t € I, la suite ( fn(t)) o converge dans R vers un réel noté f(t)

> la fonction f est continue par morceaux sur /

> il existe une fonction ¢ : I — R™ positive, continue par morceaux et intégrable
sur [ telle que

VneN, Vtel,

Alors les fonctions f, et f sont intégrables sur I et

/1 f)dt —

(n—+00)

On dit que le troisieme point est I’hypothese de domination.

+00 1
Exemple : déterminer lim ——dt
n—tooJo 1424 tne?
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