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Intégration

I Sommes de Riemann

I.1 Aire sous une courbe

On appelle subdivision à pas constant h > 0 d'un intervalle [a, b] (où a < b) toute
famille �nie de n+ 1 nombres réels (x0, x1, . . . , xn) telle que :

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

avec ∀ k ∈ J1 , nK, xk − xk−1 =

Dé�nition 1

Une subdivision à pas constant est donc un découpage, ou une partition de l'intervalle [a , b] en
sous-intervalles de même amplitude.

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle non trivial I. Soit a et b deux réels
appartenant à I tels que a < b. On note C la courbe représentative de f dans un repère orthogonal
du plan. On note S la surface située sous la courbe C , au dessus de l'axe des abscisses et entre
les droites verticales d'équations x = a et x = b.

On peut approcher l'aire de S par la somme des aires des n rectangles ci-dessus, à savoir :

Au lieu de choisir les �rectangles inférieurs�, on peut choisir comme hauteur du kième rectangle la
valeur de f en n'importe quel point x∗k du k

ième sous-intervalle [xk−1 , xk].
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant deux réels a et b tels que a < b.
Soit (x0, x1, x2, . . . , xn) une subdivision à pas constant h > 0 du segment [a , b].
En choisissant arbitrairement un point x∗k dans chaque sous-intervalle [xk−1 , xk], la suite

de terme général
n∑
k=1

f(x∗k)h est convergente.

Proposition 1 (admise)

Soit f une fonction continue et positive sur [a , b] avec a < b.
L'aire de la surface S ou �aire sous la courbe�, est la limite quand n tend vers +∞, de
la somme des aires des n rectangles d'approximation :

aire(S ) = lim
n−→+∞

Dé�nition 2

I.2 Intégrale d'une fonction continue sur un segment

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contentant deux réels a et b.

(i) Si a < b, on appelle intégrale de f sur le segment [a , b] le nombre réel noté∫ b

a

f(x) dx dé�ni par :

∫ b

a

f(x) dx =

(ii)
∫ a

a

f(x) dx =

(iii) Si a > b, on pose ∫ b

a

f(x) dx =

Dé�nition 3

Remarques :

. Dans l'expression
∫ b

a

f(x) dx , x est une variable muette. On peut la remplacer par n'importe

quelle autre lettre et écrire par exemple :∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(t) dt
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. Les sommes de Riemann fournissent une approximation d'autant meilleure de l'intégrale de
f sur [a, b] que le pas de la subdivision est petit.

. Les n valeurs f(x∗k) sont le plus souvent des valeurs à l'une des deux bornes de chaque sous-
intervalle de la subdivision. Les sommes de Riemann se présentent donc le plus souvent sous
la forme suivante :

Sn(f) =
b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)
n

)
Leur limite est l'intégrale de la fonction f de a à b.

I.3 Interprétation graphique de l'intégrale par une aire

Soit f une fonction continue et positive
sur un intervalle I. Soit a et b deux réels
appartenant à I tels que a 6 b. On note
C la courbe représentative de f dans un
repère orthogonal du plan.

L'aire de la surface située sous la courbe C , au dessus de l'axe des abscisses et entre les
droites verticales d'équations x = a et x = b (cette aire étant exprimée en unités d'aire,
symbole u.a.) est égale à

Proposition 2

I.4 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Soit f : [a, b] −→ R une fonction.
On dit que f est continue par morceaux sur le segment [a , b] si f est continue en
tout point de [a, b] sauf éventuellement en un nombre �ni de points en chacun desquels
f admet une limite �nie à gauche et à droite.

Dé�nition 4

En particulier une fonction continue est continue par morceaux.
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Exemple : la fonction f est dé�nie sur [−1 , 3] par

f(x) =


x+ 1 si x ∈ [−1 , 0[
3 si x = 0

2 + x2 si x ∈]0; 1]
1/x si x ∈]1 , 3]

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] (avec a < b).
On note (x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn) la subdivision de [a , b] où les xk sont les points de
discontinuité de f .

Pour tout k ∈ J1 , nK, on note fk la restriction de f à ]xk−1 , xk[ et f̃k le prolongement
par continuité de fk à [xk−1 , xk].
On dé�nit l'intégrale de f de a à b comme étant le nombre réel :∫ b

a

f(x) dx =
n∑
k=1

Dé�nition 5

Exemple : avec la fonction f de l'exemple précédent :∫ 3

−1
f(x) dx =
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II Propriétés de l'intégrale

II.1 Linéarité de l'intégrale

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle I.
Alors pour tous réels a et b de I,∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx +

et pour tout réel λ
∫ b

a

λf(x) dx =

Proposition 3

Preuve : on suppose que a < b et que f et g sont continues sur le segment [a , b].
Soit (x0, x1, . . . , xn) une subdivision à pas constant h > 0 de l'intervalle [a , b]. En choisissant un point
quelconque x∗k dans chaque sous-intervalle [xk−1 , xk], on a∫ b

a
(f(x) + g(x)) dx =

II.2 Positivité et ordre

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a , b] avec a 6 b.

Si ∀x ∈ [a , b], f(x) > 0, alors
∫ b

a

f(x) dx

Proposition 4 (positivité de l'intégrale)

Corollaire : �intégration d'une inégalité�
Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur un segment [a , b] avec a 6 b telles que
∀ t ∈ [a , b], f(t) 6 g(t)

Alors
∫ b

a

f(t)dt . . .

∫ b

a

g(t)dt
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Corollaire : Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a , b] avec a 6 b. Alors :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a

|f(x)|dx

Soit f une fonction continue et positive sur [a, b] avec a < b.

Si
∫ b

a

f(x) dx = 0 alors ∀x ∈ [a, b]

Théorème 5 (positivité stricte)

Preuve : par contraposée
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II.3 Relation de Chasles

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I.
Alors pour tous réels a, b et c de I,∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

Proposition 6 (admise)

III Primitives d'une fonction sur un intervalle

III.1 Ensemble des primitives d'une fonction

Soit f : I → R une fonction dé�nie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I telle que . . ..

Dé�nition 6

Exemple : trouver une primitive de la fonction x 7−→ 1 + x+ x2 sur R.

Si F et G sont deux primitives d'une même fonction f sur un intervalle I, alors il existe
une constante réelle k telle que

∀x ∈ I,

Autrement dit, deux primitives d'une même fonction f di�èrent d'une constante.

Proposition 7

Ainsi, il su�t de trouver une primitive de f sur I pour les trouver toutes.

Exemple : trouver toutes les primitives de la fonction x 7−→ 1

x
− 1

1 + x2
sur l'intervalle

]−∞ ; 0[.

Corollaire : soit f : I → R une fonction admettant des primitives sur un intervalle I.
Soit a et b deux réels donnés tels que a ∈ I.
Alors il existe une unique primitive F de f sur I telle que . . .
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III.2 Intégrale fonction de sa borne supérieure

Soit f : I → R une fonction continue sur un intervalle I et a un point de I.
Alors la fonction F dé�nie sur I par

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

est l'unique primitive de f sur I, qui s'annule en a.

Théorème 8

Autrement dit

Preuve : on se donne un réel x0 de I tel que x0 n'est pas une borne de I.

Exemple : la fonction dé�nie sur ]0 ; +∞[ par x 7−→
∫ x

1

1

t
dt est . . .

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Théorème 9 (existence des primitives)
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III.3 Primitives des fonctions usuelles

Fonction Sur l'intervalle Une primitive

x 7→ 1 R x 7→ x

x 7→ x R x 7→

x 7→ 1

x2
x 7→

x 7→ 1

x
x 7→

x 7→ ex R x 7→

x 7→ xn sur si n > 0 x 7→ xn+1

n+ 1
où n ∈ Z , n 6= −1 sur si n 6 −2

x 7→ xα x 7→
où α ∈ R \ Z

x 7→ 1√
x

]0 ; +∞[ x 7→

x 7→ sinx x 7→
x 7→ cosx x 7→

x 7→ 1 + tan2 x x 7→

x 7→ 1√
1− x2

x 7→

x 7→ 1

1 + x2
x 7→

On sait que si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la
fonction ln ◦u est dérivable sur I et sa dérivée est

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction une primitive remarques
u′

u
ln ◦u on suppose que u est à valeurs strictement positives

u′ eu

u′ un
1

n+ 1
un+1 on suppose que u ne s'annule pas sur I

avec n ∈ Z, n 6= −1 lorsque n 6 −2
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IV Comment calculer une intégrale ?

IV.1 À l'aide d'une primitive

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit F une primitive de f sur I.
Alors pour tous réels a et b de I,∫ b

a

f(t) dt =

Théorème 10 (le théorème fondamental du calcul intégral)

Exemple : calculer l'intégrale
∫ 1

0

4

1 + t2
dt

IV.2 Par une intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I.
Alors pour tous réels a et b de I,∫ b

a

u(t) v′(t) dt = [u(t)v(t)]ba −
∫ b

a

Théorème 11

Preuve : la fonction produit uv est dérivable sur I et

Exemple : soit x un réel �xé. Calculer
∫ x

0

arctan(t) dt
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IV.3 Par un changement de variable

Soit I et J deux intervalles de R.
Soit ϕ : I −→ J une fonction de classe C1 sur I, à valeurs dans J .
Soit f : J −→ R une fonction continue sur J .
Alors pour tous réels a et b de I,∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

Théorème 12

Preuve : soit F une primitive de f sur J .

Exemple : pour tout entier n ∈ N∗, calculer l'intégrale In =

∫ 2

1

1

t(1 + tn)
dt
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V Une formule de Taylor

Soit n ∈ N. Soit f : I −→ R une fonction de classe Cn+1 sur un intervalle I et a ∈ I.
Alors pour tout réel x ∈ I,

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+

Théorème 13 (formule de Taylor avec reste intégral)

Preuve : la démonstration se fait par récurrence sur n au moyen d'une intégration par parties.
Soit a et x deux réels �xés appartenant à I.

(i) Lorsque n = 0, comme f est de classe C1 sur I, f ′ est continue sur I et

f(x)− f(a) =
∫ x

a
f ′(t) dt =

∫ x

a

(x− t)0

0!
f (0+1)(t) dt

(ii) Soit n ∈ N. Supposons l'assertion véri�ée au rang n. Soit f une fonction de classe Cn+2 sur I.

Exemple : soit x un réel positif.
(a) Écrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction f : t 7→ ln(1 + t) sur [0 , x]
en prenant n = 1.

(b) En déduire que x− x2

2
6 ln(1 + x) 6 x



MTB - ch2 Page 13/14

V
I

E
x
e
rc
ic
e
s

E
x
e
r
c
ic
e
1

R
ep
ré
se
nt
er

gr
ap

h
iq
u
em

en
t
la
fo
n
ct
io
n
f
d
an

s
u
n
re
p
èr
e
or
th
o-

n
or
m
al

d
u
p
la
n
.
E
n
d
éd
u
ir
e,

p
ar

u
n
ca
lc
u
l
d
'a
ir
e,

l'
in
té
gr
al
e
:
∫ 1 −

1
f
(x
)
d
x

(1
)
f
(x
)
=

1
−
x

2
(2
)
f
(x
)
=
|1
−
2
x
|

(3
)
f
(x
)
=
x
−
2
bx
c

(4
)
f
(x
)
=
√ 1
−
x
2

(5
)
?
f
(x
)
=
√ 7

+
6
x
−
x
2

E
x
e
r
c
ic
e
2

C
al
cu
le
r

∫ 1 0

√ x(
1
−
x
)
d
x

E
x
e
r
c
ic
e
3

C
al
cu
le
r
le
s
in
té
gr
al
es

su
iv
an

te
s
:

a
=

∫ π 0
(c
o
s
2t

+
si
n
t)
d
t
d
x

;
b
=

∫ e 1

ln
x

x
d
x

c
=

∫ 2 1

u
3
+
2
u
2
−
5
u
+
1

u
d
u

;
d
=

∫√ 3 0

1

1
+
x
2
d
x

`
=

∫ 1/2 0

t
+
1

√
1
−
t2

d
t
;

m
=

∫ 0 −
π 4

ta
n
2
x
d
x
;

p
=

∫ π/1
2

0
co
s
t
si
n
t
d
t

E
x
e
r
c
ic
e
4

I
=

∫ π/4 0

co
s
x

si
n
x
+
co
s
x
d
x

et
J
=

∫ π/4 0

si
n
x

si
n
x
+
co
s
x
d
x

C
al
cu
le
r
I
+
J
p
u
is
I
−
J
.
E
n
d
éd
u
ir
e
I
et
J
.

E
x
e
r
c
ic
e
5

D
ét
er
m
in
er

le
s
li
m
it
es

(l
or
sq
u
e
n
−→

+
∞
)
d
es

so
m
m
es

su
iv
an

te
s
en

le
s

fa
is
an

t
ap

p
ar
aî
tr
e
co
m
m
e
d
es

so
m
m
es

d
e
R
ie
m
an

n
:

S
n
=

n ∑ k
=
1

1

n
+
k

;
T
n
=

n ∑ k
=
1

k

n
2
+
k
2

;
U
n
=

n ∑ k
=
1

si
n
(k

π n
)

n

V
n

=
1 n

n ∑ k
=
1

√ k n
.

E
n

d
éd
u
ir
e
u
n

éq
u
iv
al
en
t
si
m
p
le

d
e

n ∑ k
=
1

√
k

lo
rs
qu

e

n
→

+
∞
.

E
x
e
r
c
ic
e
6

O
n
d
é�
n
it
la

fo
n
ct
io
n
f
su
r
l'
in
te
rv
al
le

ou
ve
rt
I
=
]−

1
,+
∞

[
p
ar

f
(x
)
=
x

∫ x 0

et

1
+
t
d
t

1.
Ju

st
i�
er

qu
e
f
es
t
d
ér
iv
ab

le
su
r
I
et

ca
lc
u
le
r
f
′ (
x
).

2.
É
tu
d
ie
r
le
s
va
ri
at
io
n
s
d
e
f
su
r
I
.

3.
A
p
rè
s
av
oi
r
m
in
or
é
f
(x
)
p
ou

r
x
∈]
−

1
,
0
],
d
ét
er
m
in
er

la
li
m
it
e
d
e

f
(x
)
lo
rs
qu

e
x
te
n
d
ve
rs
−
1
p
ar

va
le
u
rs

su
p
ér
ie
u
re
s.

4.
É
tu
d
ie
r
la

b
ra
n
ch
e
in
�
n
ie

au
vo
is
in
ag
e
d
e
+
∞

d
e
la

co
u
rb
e
re
p
ré
se
n
-

ta
nt
f
.

E
x
e
r
c
ic
e
7

O
n
d
é�
n
it
la

su
it
e
(I
n
) n
∈
N

p
ar

:
I n

=

∫ 1 0

1

1
+
t
+
tn

d
t

1.
C
al
cu
le
r
I 0

et
I 1

.

2.
S
oi
t
n
∈
N

et
t
∈
[0
,
1
].

C
om

p
ar
er

1

1
+
t
+
tn

et
1

1
+
t
+
tn

+
1

E
n
d
éd
u
ir
e
la

m
on

ot
on

ie
d
e
la

su
it
e
(I
n
) n
∈
N
.

3.
M
on

tr
er

qu
e
la

su
it
e
(I
n
) n
∈
N

es
t
m
a
jo
ré
e
p
ar

ln
2.

4.
E
n
re
m
ar
qu

an
t
qu

e
ln

2
=

∫ 1 0

1

1
+
t
d
t,
m
on

tr
er

qu
e

∀
n
∈
N
,

0
6

ln
(2
)
−
I n

6
∫ 1 0

tn
d
t.

E
n
d
éd
u
ir
e

li
m

n
−→

+
∞
I n



MTB - ch2 Page 14/14

E
x
e
r
c
ic
e
8

C
al
cu
le
r,
en

in
té
gr
an

t
p
ar

p
ar
ti
es
.

a
=

∫π 2

0
t
si
n
t
d
t

;
b
=

∫ 1 0
x
√
x
+
1
d
x

;
c
=

∫ e 1

ln
x

x
2
d
x

d
=

∫ e 1
x
ln
x
d
x

;
y
=

∫ π 0
ex

co
s(
2
x
)
d
x

z
=

∫1 2

0
a
rc
si
n
x
d
x

;
p
ou

r
x
>

0,
f
(x
)
=

∫ x 1
ln
t
d
t

E
x
e
r
c
ic
e
9

O
n
p
os
e
∀
x
∈
R
,

ch
(x
)
=

ex
+
e−

x

2

O
n
a
re
p
ré
se
nt
é
ci
-c
on

tr
e
le
s
fo
n
ct
io
n
s
ex
p

et
ch

d
an

s
le

m
êm

e
re
p
èr
e
or
th
on

or
m
al
.

C
al
cu
le
r
l'
ai
re

d
e
la

su
rf
ac
e
gr
is
ée
,
co
m
-

p
ri
se

en
tr
e
le
s
d
eu
x

co
u
rb
es

et
en
tr
e
le
s

d
ro
it
es

d
'é
qu

at
io
n
s
x
=
−
2
et
x
=

1.

E
x
e
r
c
ic
e
1
0

O
n
p
os
e

F
(x
)
=

∫ x2 x

1 ln
t
d
t

1.
D
on

n
er

l'
en
se
m
b
le

d
e
d
é�
n
it
io
n

D
d
e
la

fo
n
ct
io
n
F
.

2.
(a
)
P
ou

r
x
∈

D
,
ca
lc
u
le
r

∫ x2 x

1

t
ln
t
d
t.

(b
)
M
on

tr
er

qu
e
∀
x
>

1,
x
ln

2
6
F
(x
)
6
x
2
ln

2.

(c
)
E
n
ca
d
re
r
F
(x
)
p
ar

d
eu
x
p
ol
yn

ôm
es

p
ou

r
x
∈]
0
,
1[
.
E
n
d
éd
u
ir
e

la
li
m
it
e
d
e
F

en
1.

3.
P
ro
u
ve
r
qu

e
F

es
t
d
ér
iv
ab

le
su
r
[0
,
+
∞
[
et

ca
lc
u
le
r
F
′ (
x
).

4.
D
re
ss
er

le
ta
b
le
au

d
es

va
ri
at
io
n
s
d
e
la

fo
n
ct
io
n
F
.

E
x
e
r
c
ic
e
1
1

C
al
cu
le
r
ch
ac
u
n
e
d
es

in
té
gr
al
es

su
iv
an

te
s
en

e�
ec
tu
an

t
le

ch
an

ge
m
en
t
d
e
va
ri
ab

le
p
ro
p
os
é.

1.
P
ou

r
a
>

0
et
−
a
<
x
<
a
,

∫ x 0

1
√
a
2
−
t2

d
t.
O
n
p
os
er
a
u
=
t a

2.
P
ou

r
x
∈
R
,
∫ x 0

t

1
+
t4

d
t.
O
n
p
os
er
a
u
=
t2

3.
∫ 2 1

d
t

√
t
+
2
t.

O
n
p
os
er
a
u
=
√
t

4.
∫π 4

0

d
x

1
+
co
s2
x
.
O
n
p
os
er
a
u
=

ta
n
x

5.
∫ π/2 0

si
n
(2
x
)

1
+
si
n
2
(x
)
d
x
.
O
n
p
os
er
a
u
=

si
n
x

6.
∫ 1 0

1

1
+
x
+
x
2
d
x
.
O
n
p
os
er
a
u
=

2x
+
1

√
3

7.
P
ou

r
x
∈
R
,

∫ x 0

co
s
t
si
n
t

2
−

si
n
2
t
d
t.
O
n
p
os
er
a
u
=

co
s
t

8.
∫ 2 √

2

d
t

t√
t2
−
1
.
O
n
p
os
er
a
u
=
√ t2

−
1

E
x
e
r
c
ic
e
1
2

S
oi
en
t
n
∈
N

et
x
∈
R

+
.

1.
E
n
ap

p
li
qu

an
t
la

fo
rm

u
le

d
e
T
ay
lo
r
av
ec

re
st
e
in
té
gr
al

à
la

fo
n
ct
io
n

ex
p
su
r
[0
,x

],
m
on

tr
er

qu
e

∣ ∣ ∣ ∣ ∣ex −
n ∑ k
=
0

x
k k
!∣ ∣ ∣ ∣ ∣6

x
n
+
1

(n
+
1
)!
ex

2.
E
n
d
éd
u
ir
e

li
m

n
→

+
∞

n ∑ k
=
0

x
k k
!.


	I Sommes de Riemann
	I.1 Aire sous une courbe
	I.2 Intégrale d'une fonction continue sur un segment
	I.3 Interprétation graphique de l'intégrale par une aire
	I.4 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

	II Propriétés de l'intégrale
	II.1 Linéarité de l'intégrale
	II.2 Positivité et ordre
	II.3 Relation de Chasles

	III Primitives d'une fonction sur un intervalle
	III.1 Ensemble des primitives d'une fonction
	III.2 Intégrale fonction de sa borne supérieure
	III.3 Primitives des fonctions usuelles

	IV Comment calculer une intégrale ?
	IV.1 À l'aide d'une primitive
	IV.2 Par une intégration par parties
	IV.3 Par un changement de variable

	V Une formule de Taylor
	VI Exercices

