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Produit scalaire sur un espace vectoriel réel'

Dans tout ce chapitre, F désigne un R-espace vectoriel.

I Structure préhilbertienne

I.1 Forme bilinéaire, symétrique, définie positive

—~ Définition 1 .

On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : EF x E — R vérifiant les
axiomes suivants :

(i) ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable : V (z,y,2) € B, VA € R,

p(Az+y, 2) =

(ii) ¢ est symétrique : V (z,y) € E?, ¢(z,y) =

(iii) ¢ est définie positive : Vo € E, o(z,z) = et p(r,z)=0=

On appelle espace préhilbertien réel tout R-e.v. £ muni d’un produit scalaire .

\. J

@ Lorsque les axiomes (i) et (ii) sont satisfaits, ¢ est linéaire aussi par rapport a la deuxiéme
variable. On dit alors que ¢ est une forme bilinéaire sur F :

@ Le produit scalaire ¢(z,y) de deux vecteurs x et y de E est souvent noté :

[.2 Exemples d’espaces préhilbertiens réels
© Le produit scalaire canonique sur £ = R" est défini par :

Vo= (x1, xe, ..., x,) € R", Vy= (1, Y2, ..., yn) € R",

(z|y) =
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@ Soit (a,b) € R? tel que a < b. On pose E = C([a,b], R) I'espace vectoriel réel des fonctions
continues sur le segment [a, b] & valeurs dans R. On considére Papplication

2 5 R

Q E
(f.g) — / F(t) g(t) dt

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

@ On pose E =M, (R).
Alors I'application ¢ : EF? — R est un produit scalaire sur E.
(A,B) —— tr(*AB)

On développe tr(*A B) par rapport aux coefficients des matrices A et B.
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1.3 Norme euclidienne

E désigne désormais un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire sera noté (. | .)

,—[Déﬁnition 2 (notation) } \

Pour tout vecteur = de E, on appelle norme de z, le nombre réel positif noté ||z|| , défini

par
]| =

\ J

L’application «norme» : £ — R définie par ||z| = \/< x| © > s’appelle la norme euclidienne
associée au produit scalaire (.| .)

,—{Théoréme 1 (inégalité de Cauchy—Schwarz)} \

Pour tous vecteurs u et v de F,
[(u ] v) | <

o [(u]|v)|=1ul [[v| ssilafamille

Preuve: soit u et v deux vecteurs fixés de E. On pose, pour tout réel ¢,

P(t) = |[tu+v|* =
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,—[Déﬁnition 3 (angle de deux vecteurs)] \

Etant donnés deux vecteurs non nuls u et v de E, on appelle écart angulaire de u et

v, 'unique nombre réel 6 € [0, 7] défini par :

cosf =

Formulaire : pour tous vecteurs u et v de F,

] Hu+vH2 =

(Il + o] ~

(ufv) =

N | —

[Proposition 2}

L’ application «norme» : £ — R vérifie les propriétés suivantes :
(i) Vue E, [lul| >
(i) VAeR, Yue E, |[Au|]| =

(iii) V(u,v) € E?, |lu+v| < (inégalité de Minkowski)
(iv) ||u+ | = |lu|]| + |lv]| ssi il existe un réel positif A tel que
Preuve: Montrons d’abord (iii). D’apreés le formulaire ci-dessus il vient

lu+ ol = [lull® + o* +2 <ulv><...

et donc d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

lu+oll < v/l + [[ol2 + 2[Jull ][]
ce qui permet de conclure.

(iv) Etudions le cas d’égalité.
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Interprétations géométriques : dans le plan usuel.
Soit ABC' un triangle quelconque du plan.

@ formule d’Al-Kashi :
AB* = AC*+CB*+2(AC | C—B>>
= AC*+CB*-

@ théoréme de la médiane : si [ est le milieu du segment [BC], alors

AB? + AC? =

II Orthogonalité

(E, <.|.> ) désigne toujours un espace préhilbertien réel.

II.1 Vecteurs orthogonaux

~ Définition 4

@ On dit que deux vecteurs u et v de E sont orthogonaux ssi < u|v >=

On écrit alors u« L v.

@ On dit que la famille finie (u, uo, ..., u,) est orthogonale ssi
V(5 e [l, ]’ i#ji=
¢ On dit que la famille finie (uq, ug, ..., u,) est orthonormale ssi

\V/(i,j)E[[ljp]]{ <ui‘uj>:5i,j:

\ J

0; ; s’appelle le symbole de Kronecker.

,—[Théoréme 3 (Théoréme de Pythagore)} \

Pour tous vecteurs u et v de F,

ulv <= |lutv|?=

[Proposition 4}

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de F, est libre.



MTC - cub Page 6/11

Preuve: Soit (u1, ug, ..., up) une famille orthogonale de vecteurs non nuls et p nombres réels

p
E ;U = OE
=1

Soit j € [1, p]. On a, par bilinéarité du produit scalaire,

p
0= <Uj | z%uﬂ
i=1

p
= E ai<uj|ui>
=1

:aj<uj|uj>+2ai<uj|ui>
i#£j

at, o, ..., ap tels que

= ol

Puisque u; est non nul, ||uj||* > 0. D’ott a; = 0. Tous les réels a; sont donc nuls.

I1.2 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

r—[Déﬁnition 5} N

Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
I’orthogonal de F, noté F1, est la partie de E définie par :

Ft={recE |VyecF <z|y>=0}
Autrement dit z € F' «—

Le double orthogonal (FL)L est simplement noté F1+,

\ J

,—[Proposition 5}

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
e {0g}" = et Et=

@ F* est un sous-espace vectoriel de E.

<
FcG=
@
F FJ_J_
]
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Preuve: si x € E+ alors

11.3 Bases orthonormales en dimension finie

Définition 6

Un espace vectoriel réel E de dimension finie, muni d’un produit scalaire, est appelé
espace euclidien.

Tout espace euclidien non réduit a {OE} posséde au moins une base orthonormale.

[Proposition 6 (coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale)J

Soit & = (ey, €q, ..., €,) une base orthonormale d’un espace euclidien E.
n
Alors Vz e B, z= g
1=1

IIT Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

III.1 Supplémentaire orthogonal

r—[ Théoréme 7} \

Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E.
Alors F' admet un supplémentaire orthogonal, c.a.d

FE =
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Preuve: On se limite au cas ou I est de dimension n > 1.

On sait déja que FNFL = {0g}. 1l reste a prouver que £ C F + Ft+. Soitz € E.

II1.2 Deéfinition d’une projection orthogonale

Si un espace vectoriel F se décompose en somme directe £ = F @ G,
on définit la projection sur F' parallélement & G comme étant 'application p qui, a tout vec-
teur x =z +x9 ou 1 € F et x9 € G, associe le vecteur p(z) =

Alors p est un endomorphisme de E qui vérifie :

pop= , Ker(p) = : Im(p) =

— Définition 7 )

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finiede £F: E=F®...
On appelle projection orthogonale sur F' la projection sur paralléelement a

On la note ppg
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II1.3 Distance d’un vecteur & un sous-espace de dimension finie

,_[ Théoréme 8 } N

Soit E/ un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
Soit (e1,es, ..., €,) une base orthonormale de F.

(i) pour tout vecteur x € E,
pr(e) =3
k=1

(ii) La fonction qui, & tout élément y € F', associe ||z — y||, atteint son minimum en un
unique point de F', & savoir ...

lz = pr(@)l| = inf {|lz —yll e R" / y € F} = d(z, F)

(iii) Soit a € E.
a=pr(r) <

Preuve: (ii) d’apres le théoreme de Pythagore,

Exemple : distance d’un vecteur a une droite.
Soit u un vecteur non nul de E. On appelle D la droite vectorielle engendrée par w.
Exprimer d(z, D) en fonction de ||z et de (x | u).
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IT1.4 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Voici un algorithme de construction de bases orthogonales (puis orthonormales).

[Proposition 9}

Soit E un espace préhilbertien réel
et (e, e, ..., €,) une famille libre de vecteurs de E avec n > 2.
On pose VEke[l,n], F,=Vect(ey,ea, ..., ex).

Alors il existe une famille orthogonale (g1, g2, ..., ¢,) de vecteurs de E telle que
VEke[l,n],
Preuve: Construisons par récurrence une telle famille (g1, g2, ..., gn)-

On peut choisir g1 = e;.

Pour k € IN* avec k < n, supposons construite une famille orthogonale de vecteurs non nuls (g1, g2, - -

telle que
Vi€ [[1, k?]], Vect(gl, g2, ..., gi) = Vect(el, €2, ..y (:’Z') =F;
k
Cherchons le vecteur gr41 sous la forme gri1 =epy1 — Z Ai G
i=1

Pour un tel vecteur, on vérifierait par double inclusion que

VeCt(glv g2, -« Gk, gk-‘rl) = veCt(ela €2, ..., ek—i—l)
k
Posons z, = Z Ai i - Alors  epy1 = 2+ grr1  avec zx € Fy,
i=1
Or la famille (g1, g2, - -, gk, gk+1) est orthogonale ssi  grp41 € ...
Donc zi est le projeté orthogonal de e sur

Ainsi  gry1 = epq1 — 2k = €ry1 — PR, (Chg1) =

Jk+1 =

Conclusion : on peut définir les vecteurs g par récurrence, en posant :

k

€L ;
g=er ot VYke[l,n—1], gkﬂzekﬂ_zww
i=1 ¢

agk)
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REMARQUE : pour obtenir une famille orthonormale vérifiant la conclusion de la proposition 9, il
suffit de diviser chaque vecteur g, par sa norme.

Exemple : on munit R? de sa structure euclidienne canonique et on considére le sous-espace
vectoriel F' de R? engendré par les vecteurs u = (3,0, —4) et v = (1,1, 1).
Construire une base orthonormale de F'.
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