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Equations différentielles linéaires'

Dans tout le chapitre, IK désigne ’ensemble R des réels ou ’ensemble C des nombres complexes.
I est un intervalle de R supposé ni vide, ni réduit a un point.

I EDL scalaires d’ordre 1

I.1 Equation homogéne

~ Définition 1 N

- On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1 sous forme résolue toute
équation de la forme

(E): ¢y =al)y+bt)
ou a et b sont des fonctions continues sur I, a valeurs dans K.
La fonction inconnue ¢t — y(t) est dérivable sur I, a valeurs dans K.

- On dit qu'une fonction @ est solution de (E) sur I ssi ¢ est dérivable sur [ et vérifie

Viel,

- On appelle équation homogéne associée a (E) I’équation différentielle

(H):

1.2 L’espace des solutions

[Proposition 1]

Soit a une fonction continue sur I.
Les solutions de 1’équation différentielle homogene (H) : y' = a(t)y sont les fonctions

t—s Aed®

ou A désigne une primitive sur I de la fonction ...
et A une constante (réelle ou complexe) quelconque.

Exemple : résoudre I'équation différentielle 3’ = tan(t)y
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CONSEQUENCE :

L’ensemble Sy des solutions de I’équation homogene (H) : y' = a(t) y est un s.e.v. du K—espace

C'(I,K) des fonctions de classe C' sur I a valeurs dans K.

Sy est la droite vectorielle engendrée par la fonction ¢ : I — K
t —

ou A est une primitive sur I de la fonction ...

[Proposition 2}

Soient a et b deux fonctions continues sur /.

La solution générale sur I de I’équation complete (E) :  y' = a(t) y +b(t) est la somme
d’une solution particuliere de (E) et de la solution générale de 1’équation homogene (H)
associée a (F).

Exemple : résoudre dans |0, +oo[ Péquation différentielle (E): 2ty' +y =1

REMARQUE : dans le cas d’'une équation linéaire non résolue en ¢/, de la forme

u(t)y +v(t)y = w(t), les résultats précédents s’appliquent sur tout intervalle ot u ne s’annule
pas (et ol u, v et w sont continues). On peut examiner ensuite les raccordements éventuels des
solutions obtenues sur des intervalles adjacents.

I.3 Recherche d’une solution particuliere de (F)

par la méthode de variation de la constante

On sait résoudre I’équation sans second membre. Le probleme sera souvent de trouver une solution
particuliere de I’équation complete.

On consideére les équations (E) : y' = a(t)y +b(t) et (H) : ¥y =a(t)y.

Si t — Ae® est la solution générale de I'équation sans second membre (H),
on peut chercher une solution particuliere de I’équation différentielle (E) sous la forme

yp 1 t — A(t) eA®
ou t +— A(t) est maintenant une fonction dérivable sur /. On obtient

Yp = ...
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Donc yp est solution de (E) sur I ssi Vte I, N(t) =...

1
142

Exemple : résoudre sur |0, +oo[ 'équation différentielle (E) : ty —y =

1.4 Avec condition initiale
,—[Proposition 3}

Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I, a valeurs dans K.
On consideére I'équation différentielle (E) : y' = a(t)y + b(t) .

Alors pour tout réel tg de I et pour tout scalaire yo de IK, il existe une unique solution
de (F) définie sur I, satisfaisant a la condition initiale y(ty) = yo

Y =a(t)y +b(t)
y(to) = Yo
Preuve: on sait déja qu’il existe une solution de (E) sur I qui prend la valeur yg en t.

On dit que le probleme de Cauchy { admet une unique solution sur I.

1
14t

ty —y=

Exemple : résoudre sur |0, +oo[ le probleme de Cauchy {
y(1) =0
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II Systémes différentiels linéaires d’ordre 1

II.1 Présentation matricielle
r—[Déﬁnition 2} .

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On appelle systeme différentiel linéaire d’ordre 1
défini sur I toute équation de la forme : X' = A(t) X + B(t) ou

@ ¢t +—— A(t) est une fonction continue de I vers M, (K),
@ t — B(t) est une fonction continue de I vers M, ;(K),

@ t— X(t) est la fonction inconnue dérivable de I vers M, ; (K).

\

Tout systeme différentiel linéaire d’ordre 1, de taille n, défini sur I peut s’écrire sous la forme

.CEll = (I171(t) x|+ CLLQ(t) e + al,n(t)a:n + bl (t)

T, = n 1 (0)x1 4 an2(t) T2 + -+ 4 app(t) 2, + bo(t)
ou les fonctions ¢ — a; ;(t) et t — b;() sont continues de I vers K et ol la fonction inconnue

z1(t)
a(t) L. .
X i t— ) est dérivable sur I a valeurs dans 91, 1 (K).

T, (1)

I1.2 Structure de ’ensemble des solutions
f—[Déﬁnition 3}

On appelle probleme de Cauchy la donnée d’un systeme différentiel linéaire
X' =At) X +Bt)on A: I — M, (K) et B: 1 — M, ;(K) sont deux fonctions
continues sur l'intervalle I, avec une condition initiale de la forme X (¢y) = X, ou tg € 1

et Xy € mml(]K).

,—{Théoréme 4 (thm de Cauchy linéaire, admis)}

Soit A: I — M,(K) et B: 1 — M, (K) deux applications continues sur I.
Alors pour tout réel ty de I et tout vecteur X, de M, ;(K), le probleme de Cauchy

X' = A(t) X + B(t)
{ X(to) = Xo

admet une unique solution \déﬁnie sur l'intervalle / \ tout entier.
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Si on note | (H) Déquation : X' = A(¢t) X |dite équation homogene associée a

() : X' = A(t) X + B(t),

on retrouve les résultats de structure des EDL scalaires d’ordre 1.

,—[Proposition 5}

@ L’ensemble Sy des solutions sur I de I'équation homogene (H) : X' = A(t) X est
un sous-espace vectoriel de 'espace C' (I,90,,1(KK)), dont la dimension est égale &

@ La solution générale de I’équation complete (E) : X' = A(t) X + B(t) est la somme
d'une

\. J

Preuve: Si X; et X5 sont deux solutions de (H), alors

Définition 4}

On appelle systéme fondamental de solutions de ’équation homogene (H) toute base
(X1, Xo, ..., X,) de l'espace vectoriel Sy.

Toute solution Z de (H) s’écrit donc de maniere unique sous la forme
Z=MXi+XXo+ -+ X,

oll A1, Ag, ..., A\, sont des constantes scalaires.
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I1.3 Systemes différentiels homogenes a coefficients constants

f—[Déﬁnition 5}

On appelle systeme différentiel linéaire homogéne d’ordre 1, a coefficients con-
stants, tout systéme de la forme X' = A X on

@ A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels ou complexes : A € M, (K),

I (t)

T t
ot — X(t) = ( ) est la fonction inconnue dérivable sur /I a valeurs dans

()
M, 1 (K).

)

I1.3.1 Cas ou A est diagonalisable

r—[ Théoréme 6}

Soit A une matrice carrée diagonalisable de 9, (K).

Soit (Uy,Us, ..., U,) une base de IK" constituée de vecteurs propres de A, respectivement
associés aux valeurs propres Ay, Ao, ..., \,.

Alors les solutions du systéme différentiel homogéne X' = A X sont les fonctions

définies sur R de la forme
t— X(t) =

ou ¢,cy,...,c, désignent des constantes scalaires arbitraires.

Preuve: on appelle P la matrice de passage de la base canonique de 9, 1(K) & la base (U1, Us, ..
On effectue le changement de fonction inconnue Y (t) = P~1X(t). Alors X(t) = PY(t).
Puisque P est a coefficients constants, X'(t) =

Up).
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REMARQUE : si A est une matrice carrée a coefficients réels, diagonalisable dans 9t,,(C), avec des
valeurs propres qui ne sont pas toutes réelles, alors on vérifie que les parties réelle et imaginaire
d’une solution complexe de (H) : X’ = A X sont encore des solutions de (H). Cette remarque nous
donne le moyen de construire les solutions réelles de (H).

Si U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A\ complexe non réelle, alors

[Proposition 7}

Dans le cas ou la matrice A €M, (R) est diagonalisable sur C mais pas sur R, pour des

valeurs propres A et A complexes non réelles, on remplace dans la famille génératrice des
solutions

aeM U+ Be T par

Exemple : résoudre le systeme différentiel linéaire X' = AX avec A=1[2 -1 3
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I1.3.2 Cas général

La matrice A peut ne pas étre diagonalisable dans C, mais il est toujours possible de la trigo-
naliser dans C. Il existe P € GL,(C) telle que A = PTP~' ou T est une matrice triangulaire
supérieure.

On effectue un changement d’inconnues en posant Y (t) = P~'X (), on obtient X (t) =
et le systéme X' = A X devient :

On résout en partant de la derniere équation y/, = A, y, ce qui donne ¥, (t) =
En remontant équation par équation, on est amené a résoudre «en cascade» des équations linéaires

scalaires d’ordre 1, a coefficients constants avec seconds membres.
Le calcul explicite de P~" est inutile. Connaissant Y (¢), on en déduit X (¢) avec X (t) = PY (t).

III EDL scalaires d’ordre 2

II11.1 Equation homogéne

f—[Déﬁnition 6} N

- On appelle équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 sous forme résolue toute
équation de la forme

(E) : ¢ ' =alt)y +0(t)y +c(t)

ou a, b et ¢ sont des fonctions continues sur I, a valeurs dans K.
La fonction inconnue ¢t — y(t) est deux fois dérivable sur I, a valeurs dans K.

- On dit qu'une fonction ¢ est solution de (E) sur I ssi ¢ est deux fois dérivable sur
I et vérifie

Vtel,

- On appelle équation homogéne associée a (E) I'équation différentielle

On se rameéne a un systeme différentiel linéaire d’ordre 1, de taille 2, en posant

X =
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I11.2 Structure de ’ensemble des solutions

,—[Théoréme 8 (thm de Cauchy linéaire)} .

Soient a, b et c trois fonctions continues sur I, a valeurs dans K.
Alors pour tout réel ¢y de I et pour tous scalaires z( et x; de K, le probleme de Cauchy

y' =at)y +b(t)y + c(t)
Y(to) = o
y/<t0) =21

admet une unique solution définie sur l'intervalle I tout entier.

\. J

,—[Proposition 9] .

@ L’ensemble Sy des solutions sur I de I’équation homogene (H) : y” = a(t) y'+0(t) y
est un sous-espace vectoriel de I'espace C* (I, K), dont la dimension est égale &

@ La solution générale de I’équation complete (E) est la somme

Exemple : résoudre sur I =|0, +oo[ le probleme de Cauchy

t2y"+ty'—y:5
y(1)=0
y'(1) =1
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II1.3 Cas des équations du second ordre a coefficients constants

,—{Proposition 10}

Soient a et b deux scalaires de K. Pour résoudre 'équation différentielle (H) :
y" = ay + by , on introduit son équation caractéristique

(x)r* —ar —b=0 de discriminant A =
1. Cas ou K = C.

@ Si A #0, alors (x) admet 2 solutions complexes distinctes r1 et rg,
et la solution générale de (H) est donnée par

t—>

ou A et p sont des complexes quelconques.

@ Si A =0, alors (x) admet une racine double ry € C, 1y =
et la solution générale de (H) est donnée par

t—
ou A et p sont des complexes quelconques.
2. Casou K =R.

@ Si A > 0: comme ci-dessus en prenant A,y des nombres réels.

@ Si A <0, alors (%) admet 2 solutions complexes conjuguées « +i 5 et o« — i 3
avec (a, B) € R?, et la solution générale de (H) est donnée par

t—>

ol A et p sont des réels quelconques.

Preuve: dans le cas ou K = C.
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