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Estimation par intervalle de conﬁance'

Principe de construction :
Dans le chapitre précédent, nous avons défini les estimateurs, et ’estimation ponctuelle d’un pa-
rameétre 6.

Soit :
> X une variable aléatoire de paramétre inconnu 6

> (Xi, Xa,..., X,,) un échantillon de taille n d’une variable parente X dont la loi dépend d’un
parameétre réel 6.

> T, = (X1, Xo,..., X;,) un bon estimateur de ¢

> @n(T1, T2, ..., T,) une observation de (X3, Xs,..., X,)
On fixe :

> un risque a €]0, 1]

> un niveau de confiance 1 — «

On cherche deux réels t1(0) et t2(0) tels que P(t1(0) < T, < t2(0)) =1 — a
Il faut ensuite inverser cet intervalle pour 7, afin d’obtenir un intervalle pour 6 dont les bornes
vont dépendre de l'estimateur T, c¢’est-a-dire déterminer les variables aléatoires a(T),) et b(T},)

telles que
) P([a(T,) <0 < U(T,)]) =

On obtient ainsi un intervalle de confiance aléatoire I_,, = [a(T},), b(T,)] tel que
P € I,_,) =1— a. L’observation permet d’obtenir un intervalle de confiance observé

]1—Oc,obs = [a(en)7 b(Gn)]
REMARQUES :

(i) Dans la plupart des cas, on prendra un risque symétrique :

0.4

On cherche t,(0) tel que P(T, < t,(0)) = et t5(0) tel que P(T, > t2(0)) =

(ii) f1—a,0bs contient nécessairement l'estimation ponctuelle #, mais pas toujours la valeur réelle
du paramétre 6.
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I Intervalle de confiance pour une moyenne

I.1 Dans le cas d’une loi normale

On suppose que X < N(u,0).

I.1.1 Ecart-type o connu

On suppose o connu, et on veut estimer = p. Soit X la moyenne empirique de ’échantillon.
On sait que X est un estimateur sans biais et convergent de u et que

X <

On introduit alors

_X—n
~o/vn

On cherche le réel ¢, tel que P(—t, < U <t,) =1—a cest-a-dire P(U <t,) =

U — N(0,1).

Or —-t,<U<t, <

Ce qui donne l'intervalle de confiance aléatoire :

I o=

La largeur de I'intervalle de confiance dépend de a, de la taille n de I’échantillon, et de ’écart-type
.

I.1.2 Ecart-type ¢ inconnu

Dans la pratique, si on ne connait pas la moyenne, on ne connait pas la variance non plus. Donc
I'exemple précédent est peu utilisé. Le paramétre inconnu ¢ va étre remplacé par un estimateur,
basé sur I'estimateur sans biais de o2 :

1 < —
52:71_12()(,6—)()2
k=1

On utilise alors comme nouvelle variable de confiance :
X

=i

dont la loi est :

_ X—u
X — o/ U
T — K _ o/vn
2

2 S2 N 2 - — ot
A/ \/ 5 1 n X—X vV
n o? n—1 Zk:l < )

ou 7,1 s’appelle la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
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4 2 0 2 4

On cherche ¢, tel que P(—t, < T <t,) =1 — a. Ce qui donne 'intervalle de confiance aléatoire :

[lfa =

Lorsque n est grand (n > 100), on peut approcher la loi de Student T;,_; par la loi normale A/ (0,1).

1.2 Dans le cas d’une loi inconnue avec n > 50

On suppose que X suit une loi quelconque. Lorsque la taille de I’échantillon est grande (n > 50),
grace au théoréme de la limite centrée, on peut approcher la loi de X par la loi

On construit alors les intervalles de confiance précédents pour pu.

Exemple : le gérant d’un restaurant souhaite estimer le montant moyen des repas pris par les
clients de son établissement. Pour cela, il préléve au hasard 60 tickets de caisse : la moyenne sur
cet échantillon du prix d’un repas est de 21 euros et ’écart type de 2,60 euros

Construire un intervalle de confiance au niveau de confiance 95%, pour le prix moyen p d’un

repas.
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II Intervalle de confiance asymptotique pour une proportion

On considére une population dont l'effectif est important dans laquelle une proportion inconnue
p d’individus possédent un caractére particulier. On souhaite construire un intervalle de confiance
pour cette proportion p. On dispose d’un échantillon observé de taille n qui donne une estimation
ponctuelle f, de p.

1
L’estimateur de p est la fréquence empirique F = — Z . Par le théoréme central limite,
k=1
lorsque n est grand, on sait que ’on peut approcher la loi de U = S par la loi
p(l=p)/n

On cherche t, tel que

~
|

s

N

U<Lty) =1—«

Ce qui donne

P(F—ta Mg ) —
(

n—-+00)

Les bornes de l'intervalle de confiance dépendent du paramétre p a estimer.
On recourt habituellement & I'une des 3 méthodes :

1. La fonction polynomiale z — z(1 — x) admet pour maximum absolu atteint en
On peut remplacer p par ce maximum. En particulier pour o = 5%, on obtient :

2. On remplace p par son estimation ponctuelle sur I’échantillon observé et on obtient I'intervalle
de confiance observé :

fe_ta fE(l—fE) )
n

]l—a,obs =

1—p)

3. On veut que P (p—F)Zétip( =1—a.
n

On détermine les bornes p; et po de 'intervalle de confiance, & a fixé, comme solutions de
I'inéquation du second degré d’inconnue p :

Exemple : vous lancez 100 fois une piéce de monnaie, et obtenez 60 fois Pile. Quel est
I'intervalle de confiance pour p au risque de 5% ?
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IIT Intervalle de confiance pour la variance d’une loi normale

On suppose que X < N(u,0) et on souhaite estimer sa variance o>

(X1, Xo, ..., X,,) de taille n de X.

a partir d'un échantillon

I1I.1 Espérance i connue

On prend comme estimateur de o la variance empirique d’échantillon

1

T est un estimateur sans biais et convergent de o?. Alors

nT o~ (Xp—p\" )

Chi-deux : dl =4
u
<
E [=]
g &
[iF]
]
g
[ R—
=
(=]
E’_ —
= I I I | |
[} 5 10 15 20
2
"

Dans la table de cette loi, & o fixé, on cherche des réels strictement positifs a et b tels que
Pla<Z<b)=1-a, cequidonne

G

Le couple (a,b) n’est pas unique. En général, on détermine ces valeurs en répartissant le risque a
de facon symétrique :

On obtient comme intervalle de confiance aléatoire :

I o=
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IT1.2 Espérance p inconnue

Un «bon» estimateur de o2 est la variance empirique corrigée de I’échantillon

1
SQ:n—lz

On sait que S? est un estimateur sans biais et convergent de 0. Alors
<= 2
(n—185%* &K /(Xi—X )
L= 3= > ) T X
k=1

On cherche des réels strictement positifs ¢ et d telles que P (¢ < Z < d) =1 — a, ce qui donne

_ 2
P(%gcﬂg

En général, on détermine c et d par :

On obtient comme intervalle de confiance aléatoire :

L=

Exemple : dans une entreprise, le montant de la prime annuelle suit une loi normale de
parameétres ;1 et 0. On considére un échantillon de taille n = 20 dont la variance est v, = 121.
Calculer un intervalle de confiance I pour la variance ¢ au niveau de confiance 90%.



	I Intervalle de confiance pour une moyenne
	I.1 Dans le cas d'une loi normale
	I.1.1 Écart-type  connu
	I.1.2 Écart-type  inconnu

	I.2 Dans le cas d'une loi inconnue avec n>50

	II Intervalle de confiance asymptotique pour une proportion
	III Intervalle de confiance pour la variance d'une loi normale
	III.1 Espérance  connue
	III.2 Espérance  inconnue


