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[1]: from sympy import *

init_printing()

1 Calculs élémentaires

1.1 Constantes mathématiques

[2]: pi , cos(pi) # le nombre pi

[2]:
(π, −1)

[3]: E , ln(E) # le nombre e=exp(1)

[3]:
(e, 1)

[4]: I , I**3 # le nombre imaginaire pur i

[4]:
(i, −i)

La constante γ d'Euler-Mascheroni qui est la limite de la suite de terme général(
n∑
k=1

1

k

)
− lnn.

[5]: S.EulerGamma

N(S.EulerGamma,5) # valeur décimale approchée à 10^(-5) près

[5]:
0.57722

1.2 Nombres entiers et arithmétique

Quotient q et reste r de la division euclidienne de 1345 par 37 :

[6]: q , r = 1345//37 , 1345%37

[7]: 37 * q + r # vérification

[7]:
1345

La liste des diviseurs positifs de 100 :

[8]: divisors(100)

[8]:
[1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100]

[9]: divisor_count(100) # retourne le nombre de diviseurs positifs de 

↪→100

[9]:
9

PGCD et PPCM de deux entiers relatifs :

[10]: gcd(114,336)

lcm(114,336)

[10]:
6384

Pour savoir si un entier positif est premier :

[11]: isprime(2023)

[11]: False

[12]: prevprime(2023) # renvoie le nombre premier juste avant 2023

[12]:
2017

[13]: nextprime(2023) # renvoie le nombre premier juste après 2023

[13]:
2027

[14]: prime(100) # renvoie le 100-ième nombre premier

[14]:
541

Pour décomposer 2023 en un produit de nombres premiers :

[15]: factorint(2023 , visual=True)

[15]:
172 · 71

[16]: factorial(10) # renvoie 10!

[16]:
3628800

Pour obtenir le coe�cient binomial
(
10
3

)
:
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[17]: binomial(10,3)

[17]:
120

1.3 Fonctions usuelles

[18]: x = Symbol('x' , real=True)

[19]: abs(x) , floor(x) , sqrt(x**2) # valeur absolue, partie entière, 

↪→racine carrée

[19]:
(|x| , bxc , |x|)

[20]: sin(pi) , cos(pi) , tan(pi)

[20]:
(0, −1, 0)

[21]: ln(E) , exp(ln(x)) # le logarithme népérien est noté ln ou log

[21]:
(1, x)

[22]: asin(1/2) , acos(Rational(1,2)) , atan(1)

# fonctions circulaires réciproques

[22]: (
0.523598775598299,

π

3
,
π

4

)
[23]: cosh(x) , sinh(x) , tanh(x)

# fonctions trigonométriques hyperboliques

asinh(x) , acosh(x) , atanh(x) # et leurs réciproques

[23]:
(asinh (x), acosh (x), atanh (x))

Pour obtenir une valeur décimale approchée de e à 10−30 près :

[24]: E.evalf(31)

[24]:
2.718281828459045235360287471353

1.4 Trigonométrie

[25]: a , b , x = symbols('a b x' , real=True)

Pour développer une expression trigonométrique :

[26]: expand_trig(tan(a+b))

[26]: tan (a) + tan (b)

− tan (a) tan (b) + 1

Pour simpli�er une expression trigonométrique :

[27]: trigsimp(cos(a)*sin(a))

[27]: sin (2a)

2

Pour linéariser cos3(a) :

[28]: expand((cos(a)**3).rewrite(exp)).rewrite(cos)

[28]: 3 cos (a)

4
+

cos (3a)

4

Pour résoudre l'équation sinx = 1/2

[29]: solveset(Eq(sin(x),Rational(1,2)),x)

[29]: {
2nπ +

5π

6
| n ∈ Z

}
∪
{
2nπ +

π

6
| n ∈ Z

}
1.5 Nombres complexes

[30]: z = (1+I)**3/(sqrt(3)-I)

z

[30]:
(1 + i)

3

√
3− i

Écrire sous forme algébrique :

[31]: z = expand_complex(z)

z
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[31] : −
√
3

2
− 1

2
+ i

(
−1

2
+

√
3

2

)

[32]: re(z) # partie réelle de z

im(z) # partie imaginaire de z

[32]:

−1

2
+

√
3

2

[33]: conjugate(z) # conjugué de z

[33]:

−
√
3

2
− 1

2
− i

(
−1

2
+

√
3

2

)

Pour obtenir la forme exponentielle de z =
(1 + i)3√

3− i

[34]: z = ((1+I)**3/(sqrt(3)-I)).rewrite(exp)

z

[34]: √
2e

11iπ
12

[35]: abs(z) # module de z

[35]: √
2

Pour obtenir la liste des racines 5-èmes de l'unité :

[36]: L = [rootof(x**5 - 1,i) for i in range(5)]

L

[36]: 1, −√5
4
− 1

4
− i

√
5

8
−
√
5

8
, −
√
5

4
− 1

4
+ i

√
5

8
−
√
5

8
, . . . . . .



2 Polynômes

[2]: a , x , y , X = symbols('a x y X')

2.1 Dé�nir un polynôme

Soient les polynômes P = X4 +X2 + 1 et Q = X2 + aX + 1

[3]: P = Poly(x**4+x**2+1)

Q = Poly(x**2+a*x+1,x)

[4]: Q.all_coeffs() # retourne la liste de tous les coefficients de Q

[4]:
[1, a, 1]

[5]: (Q**2).coeff_monomial(x**2) # retourne le coefficient devant x² 

↪→dans Q²

[5]:
a2 + 2

[6]: Q.eval(Rational(2,3)) # permet d'évaluer Q en 2/3

[6]: 2a

3
+

13

9

Pour remplacer a par y2 dans Q :

[7]: Q.subs(a,y**2)

[7]:
x2 + xy2 + 1

2.2 Division euclidienne

Pour e�ectuer la division euclidienne de P par Q :

[8]: div(P,Q)

[8]: (
Poly

(
x2 − ax+ a2, x, domain = Z [a]

)
, Poly

((
−a3 + a

)
x+ 1− a2, x, domain = Z [a]

))
[9]: quo(P,Q) # quotient de la division

[9]:
Poly

(
x2 − ax+ a2, x, domain = Z [a]

)
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[10]: rem(P,Q) # reste de la division

[10]:
Poly

((
−a3 + a

)
x+ 1− a2, x, domain = Z [a]

)
2.3 Développement, racines et factoristation

[11]: Poly(expand(Q**2),x)

[11]:
Poly

(
x4 + 2ax3 +

(
a2 + 2

)
x2 + 2ax+ 1, x, domain = Z [a]

)
[12]: P.all_roots() # fournit la liste des racines de P

[12]: [
−1

2
−
√
3i

2
, −1

2
+

√
3i

2
,
1

2
−
√
3i

2
,
1

2
+

√
3i

2

]

[13]: factor(P) # factorise partiellement P

[13]: (
x2 − x+ 1

) (
x2 + x+ 1

)
[14]: factor(Poly(x**4-2,x),extension=sqrt(sqrt(2))) # pour aider à 

↪→factoriser

[14]: (
x− 4
√
2
)(

x+
4
√
2
)(

x2 +
√
2
)

2.4 Fractions rationnelles

Pour décomposer la fraction rationnelle
X5

X3 − 1
en éléments simples :

[15]: apart(X**5/(X**3-1)) # décomposition partielle

[15]:

X2 +
2X + 1

3 (X2 +X + 1)
+

1

3 (X − 1)

[16]: apart(X**5/(X**3-1),X,full=True).doit() # décomposition complète

[16]:
X2 +

1

3
(
X + 1

2 +
√
3i
2

) +
1

3
(
X + 1

2 −
√
3i
2

) +
1

3 (X − 1)

3 Fonctions réelles

[2]: x,y,t = symbols('x y t' , real=True)

3.1 Dé�nir une fonction

Deux façons de dé�nir la fonction f : x 7−→ 1

1 + cos2 x

[3]: def f(x): return 1/(1+cos(x)**2)

[4]: f2 = lambda x: 1/(1+cos(x)**2)

3.2 Courbes représentatives

Pour a�cher la courbe Cf et sa tangente (T ) au point d'abscisse
π

4
dans la fenêtre

[−1, 6]× [0, 3/2]

[5]: g1 = plot(f(x) , (x,-0.5,5.5) , xlim=(-1,6) , ylim=(0,1.5) ,

title="représentation graphique de $f$" , show=False , 

↪→axis_center=(0,0))

g2 = plot(4/9*(x-pi/4)+2/3 , (x,-1,2) , line_color='r' , 

↪→show=False) # tangente en rouge

g3 = plot(2/3 , (x,pi/4-0.1,pi/4+0.1) , line_color='k' , 

↪→show=False) # point en noir

g1.extend(g2)

g1.extend(g3)

g1.show()
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3.3 Limites

[6]: limit(sin(x)/x , x , 0) # limite en zéro

[6]:
1

[7]: limit(1/x , x , 0 ,dir='-') # limite à gauche en zéro

[7]: −∞

[8]: limit(x*exp(x) , x , -oo) # limite en -infini

[8]:
0

3.4 Dérivation et développements limités

[9]: diff(f(x) , x) # calcule la dérivée f'(x)

[9]: 2 sin (x) cos (x)

(cos2 (x) + 1)
2

[10]: df = lambda x:diff(f(x),x) # définit la fonction df comme étant 

↪→la dérivée de f

[11]: diff(f(x) , x , 2) # calcule f''(x) dérivée seconde

simplify(_)

[11]: 4 sin (2x)

(cos (2x) + 3)
2

Pour a�cher le développement limité à l'ordre 4 au voisinage de 0 de la fonction
f :

[12]: series( f(x) , x , 0, 5)

[12]: 1

2
+
x2

4
+
x4

24
+O

(
x5
)

[13]: series(f(x),x,0,5).subs(O(x**5),0)

# permet de récupérer la partie régulière du DL

[13]: x4

24
+
x2

4
+

1

2

3.5 Intégration

[14]: integrate(ln(x),x) # calcule une primitive de la fonction ln

[14]:
x log (x)− x

Pour calculer
∫ π

0

sinx dx :

[15]: integrate(sin(x) , (x,0,pi))

[15]:
2

Si on veut détailler le calcul d'une intégrale par un changement de variable, on
utilise la méthode transform. Par exemple, on veut e�ectuer le changement de

variable t = tanx dans l'intégrale
∫ π/4

0

f(x) dx :

[16]: a = Integral( f(x) , (x,0,pi/4)) # forme inerte de l'intégrale

[17]: b = a.transform(tan(x),t)

b.simplify()

[17]: 1∫
0

1

t2 + 2
dt
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3.6 Fonctions de deux variables

Dé�nir une fonction de plusieurs variables :

[18]: def f(x,y): return x**3*ln(y)

Surface représentative en 3D :

[19]: from sympy.plotting import plot3d

plot3d( f(x,y) , (x, -4, 4) , (y,0.01,6) , xlabel='x' , 

↪→ylabel='y')

Dérivées partielles d'ordre 1 et 2

[20]: diff( f(x,y) , x ,1)

[20]:
3x2 log (y)

[21]: diff(f(x,y),x,1,y,1)==diff(f(x,y),y,1,x,1)

# pour vérifier le théorème de Schwarz

[21]: True

[22]: diff( f(x,y) , x , 2)

[22]:
6x log (y)

Le vecteur gradient de f en a = (2, 3)

[23]: U = Matrix([f(x,y)]).jacobian((x,y))

U

[23]: [
3x2 log (y) x3

y

]
[24]: U.subs({x:2,y:3})

[24]: [
12 log (3) 8

3

]
La matrice hessienne de f au point a = (2, 3) :

[25]: H = hessian(f(x,y),(x,y))

H

[25]: [
6x log (y) 3x2

y
3x2

y −x
3

y2

]

[26]: H.subs({x:2,y:3})

[26]: [12 log (3) 4
4 − 8

9

]

4 Résolution d'équations

[1]: x,y,z,t,m = symbols('x y z t m')

4.1 Avec une seule inconnue : solveset

Résolution exacte dans l'ensemble C des complexes de z4 + z2 + 1 = 0 :

[2]: solveset(z**4+z**2+1,z)

[2]: {
−1

2
−
√
3i

2
,−1

2
+

√
3i

2
,
1

2
−
√
3i

2
,
1

2
+

√
3i

2

}
Résoltion dans R de l'inéquation exp(x2 − 5x+ 2) ≥ 3 avec solveset :

[3]: solveset(exp(x**2-5*x+2)>=3,x,Reals)

[3]:
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−∞, 5

2
−
√

4 log (3) + 17

2

]
∪

[√
4 log (3) + 17

2
+

5

2
,∞

)
On utilise nsolve pour résoudre de façon approchée l'équation x5 − 2x− 1 = 0 :

[4]: nsolve(x**5-2*x-1,x,1) # la solution proche de 1

[4]:
1.29064880134671

[5]: nsolve(x**5-2*x-1,x,-0.5) # la solution proche de -0,5

[5]:
−0.518790063675884

4.2 Systèmes linéaires : linsolve

linsolve permet de résoudre le système linéaire :

 x + y + mz = m
x + my − z = 1
x + y − z = 1

[6]: linsolve([x+y+m*z-m , x+m*y-z-1 , x+y-z-1] , x,y,z)

[6]: {( 2m

m+ 1
, 0,

m− 1

m+ 1

)}

4.3 Équations di�érentielles scalaires : dsolve

Pour résoudre l'équation di�érentielle t2 y′′(t)− 3t y′(t) + 5 y(t) = t3 ,
on dé�nit d'abord l'équation :

[7]: y = Function('y')

eqn = Eq(t**2*diff(y(t),t,2)-3*t*diff(y(t),t)+5*y(t),t**3)

[8]: a = dsolve(eqn,y(t))

a

[8]:
y(t) = t2

(
C1 sin (log (t)) + C2 cos (log (t)) +

t

2

)
[9]: a.rhs # permet de récupérer le membre de droite d'une égalité

[9]:
t2
(
C1 sin (log (t)) + C2 cos (log (t)) +

t

2

)

Si on ajoute les conditions initiales : y(eπ) = 0 et y′(1) = 0 :

[10]: dsolve(eqn , y(t),

ics={y(exp(pi)):0 , y(t).diff(t).subs(t,1):0} )

[10]:
y(t) = t2

(
t

2
+

(
−eπ − 3

2

)
sin (log (t)) +

eπ cos (log (t))

2

)

4.4 Système di�érentiel linéaire

Pour résoudre le système di�érentiel linéaire homogène

{
x′ = x+ 8y
y′ = y + 2x

,

on dé�nit d'abord les équations :

[11]: x= Function('x')

eqn1 = Eq(diff(x(t),t) , x(t)+8*y(t))

eqn2 = Eq(diff(y(t),t) , y(t)+2*x(t))

On fait résoudre le système :

[12]: dsolve([eqn1,eqn2],[x(t),y(t)])

[12]: [
x(t) = 8C1e

5t + 8C2e
−3t, y(t) = 4C1e

5t − 4C2e
−3t]

Avec les conditions initiales x(0) = 2 et y(0) = 3 :

[13]: dsolve([eqn1,eqn2],[x(t),y(t)], ics={x(0):2,y(0):3})

[13]: [
x(t) = 4e5t − 2e−3t, y(t) = 2e5t + e−3t

]
5 Suites et séries

5.1 Dé�nir une suite récurrente

Pour dé�nir la suite (un) par u0 = 1 et ∀, n ∈ N, un+1 =
un

1 + nun
, on entre :

[2]: def u(n):

if n==0: return 1

else: return Rational(u(n-1),1+(n-1)*u(n-1))

[3]:
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L = [u(k) for k in range(11)]

# permet d'obtenir la liste des 11 premiers de u

L[10]

[3]: 1

46

5.2 Représenter graphiquement une suite

[4]: from matplotlib.pyplot import scatter

x = range(11)

scatter(x,L) # construit un nuage de points

[4]:

5.3 Expliciter le terme de rang n

Pour obtenir le terme de rang n de la suite de Fibonacci (vn) dé�nie par
v0 = 0 , v1 = 1 et ∀n ∈ N, vn+2 = vn + vn+1 :

[5]: n = Symbol('n', integer=True)

v = Function('v')

rsolve(v(n+2)-v(n+1)-v(n) , v(n) ,{v(0):0 , v(1):1})

[5]:

−

√
5
(

1
2 −

√
5
2

)n
5

+

√
5
(

1
2 +

√
5
2

)n
5

5.4 Sommes et produits �nis

Pour simpli�er
n∑
k=1

k xk , on utilise summation:

[6]: x = Symbol('x',real=True)

k = Symbol('k',integer=True,positive=True)

summation(k*x**k,(k,1,n))

[6]: {n2

2 + n
2 for x = 1

x(nxxn−nxn−xn+1)

(x−1)2 otherwise

Pour calculer
10∏
k=1

√
k , on utilise product :

[7]: product(sqrt(k),(k,1,10))

[7]:
720
√
7

5.5 Somme d'une série convergente

Pour savoir si la série
∑ (−1)n lnn

n
est convergente :

[8]: Sum((-1)**n/ln(n) , (n,2,oo)).is_convergent()

[8]:
True

Est-elle absolument convergente ?

[9]: Sum((-1)**n/ln(n) , (n,2,oo)).is_absolutely_convergent()

[9]:
False

On sait que la série
∑ 1

n2
est convergente. Sa somme est notée

+∞∑
n=1

1

n2
.

On peut demander sa valeur exacte comme suit :

[10]: summation(1/n**2 , (n,1,oo))

[10]: π2

6
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6 Matrices

6.1 Création d'une matrice

En entrant chaque coe�cient, on dé�nit la matrice A =

−1 2 1/3
2 2 −3
−2 2 1

 :

[2]: A = Matrix([[-1,2,Rational(1,3)],[2,2,-3],[-2,2,1]])

A l'aide d'une fonction a�n de créer la matrice M ∈ M3,4(R) dont le coe�cient
général est : mi,j = max(i, j)

[3]: M = Matrix(3,4 , lambda i,j:max(i+1,j+1))

[4]: M

[4]: 1 2 3 4
2 2 3 4
3 3 3 4


Extraction de ligne ou de colonne :

[5]: M[2,:] # permet d'obtenir la 3-ème ligne de M

[5]: [
3 3 3 4

]
[6]: M[:,3] # permet d'obtenir la 4-ème colonne de M

[6]: 44
4


6.2 Des matrices particulières

La matrice nulle de taille 3× 5 :

[7]: zeros(3,5)

[7]: 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


La matrice identité, carrée d'ordre 3 :

[8]: eye(3)

[8]: 1 0 0
0 1 0
0 0 1


La matrice diagonale D = diag(1, 3, k) :

[9]: k = symbols('k')

D = diag(1,3,k)

display(D)1 0 0
0 3 0
0 0 k


6.3 Opérations sur les matrices

Soient A et B deux matrices de même taille. Par exemple B =

4 1 1
1 4 1
1 1 4


[10]: B = ones(3,3)+3*eye(3)

[11]: A+B # somme des matrices A et B

[11]:  3 3 4
3

3 6 −2
−1 3 5


[12]: -3*A # produit de la matrice A par le scalaire -3

[12]:  3 −6 −1
−6 −6 9
6 −6 −3


[13]: A*M # produit matriciel AM

[13]:  4 3 4 16
3

−3 −1 3 4
5 3 3 4


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[14]: M.T # transposée de M

M.transpose()

transpose(M)

[14]: 
1 2 3
2 2 3
3 3 3
4 4 4


[15]: transpose(M)

[15]: 
1 2 3
2 2 3
3 3 3
4 4 4


[16]: M.rank() # rang de M

[16]: 3

Soit n ∈ N?. Pour obtenir la puissance n−ième de la matrice B.

[17]: n = symbols('n' , integer=True , positive=True)

B**n

[17]:  2·3n
3 + 6n

3 − 3n

3 + 6n

3 − 3n

3 + 6n

3

− 3n

3 + 6n

3
2·3n
3 + 6n

3 − 3n

3 + 6n

3

− 3n

3 + 6n

3 − 3n

3 + 6n

3
2·3n
3 + 6n

3


[18]: A**(-1) # retourne l'inverse de A lorsque A est inversible.

A.inv()

[18]: 3 − 1
2 − 5

2
3
2 − 1

8 − 7
8

3 − 3
4 − 9

4


[19]: A.det() # retourne le déterminant de A

det(A)

[19]: 8

3

[20]: A.trace() # retourne la trace de A

trace(A)

[20]:
2

6.4 Matrices et applications linéaires

Soit f l'application linéaire de R4 dans R3, dont la matrice dans les bases canon-

iques est M =

1 2 3 4
2 2 3 4
3 3 3 4

.
[21]: B0 = M.nullspace() # retourne une base du noyau de f

pprint(B0)


0
0
−4/3
1




[22]: C0 = M.columnspace() # retourne une base de l'image de f

pprint(C0)1
2
3

 ,

2
2
3

 ,

3
3
3


6.5 Diagonalisation des matrices carrées

Pour obtenir le polynôme caractéristique de B sous forme factorisée :

[23]: factor(B.charpoly())

[23]:
(λ− 6) (λ− 3)

2

Pour obtenir le dictionnaire des valeurs propres de B et de leurs multiplicités
resprectives :

[24]: valpro = B.eigenvals()

[25]: valpro
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[25]: {6: 1, 3: 2}

[26]: valpro[3] # retourne la multiplicité de la valeur propre 3

[26]: 2

La liste des valeurs propres de B comptées avec leur multiplicité respective :

[27]: B.eigenvals(multiple=True)

[27]: [3, 3, 6]

Pour obtenir une base de chaque sous-espace propre de B :

[28]: L = B.eigenvects()

[29]: B1 = L[0][2] # une base du sous-espace propre associé à la 

↪→première valeur propre de B

pprint(B1)−11
0

 ,

−10
1



Pour savoir si une matrice est diagonalisable :

[30]: B.is_diagonalizable()

[30]: True

Pour diagonaliser une matrice B, on utilisie la méhode diagonalize, qui renvoie
alors un tuple de deux matrices (P,D) véri�ant : B = P DP−1

[31]: P,D = B.diagonalize()

P # la matrice de passage de la base canonique vers une base de 

↪→vecteurs propres

[31]: −1 −1 1
1 0 1
0 1 1



On véri�e que B = P DP−1 :

[32]: B == P*D*P**(-1)

[32]: True
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